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Résumé

Nous considérons un systeme d’équations différentielles & = f(z, ), ouxz € R", n > 4
est une fonction du temps et ot @« € RP, p > 3 est un parametre. Nous supposons que
ce systeme est tel qu'a a = ag, f possede un point d’équilibre non-hyperbolique z
et que le jacobien de f évalué en (xg, o) possede exactement deux paires de valeurs
propres conjuguées strictement imaginaire, +iw et +2iw. Ces conditions caractérisent

la bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2.

Nous allons démontrer qu’arbitrairement pres de cette bifurcation il peut se produire,
selon la valeur de certaines dérivées de f, une bifurcation secondaire de type point
limite/Hopf dans les équations d’amplitude de la forme normale tronqué, et que cette
bifurcation induit la création d’'un hypertore dans le systeme & = f(z,a). Nous
effectuons également des simulations numériques pour venir appuyer nos résultats

théoriques.
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Chapitre 1

Introduction

1.1 Introduction

L’étude moderne des bifurcations a réellement pris son envol en 1942 avec la publi-
cation du théoreme de HOPF [18, 28], qui donne des conditions suffisantes pour la

création d’une famille d’orbites périodiques dans un systeme d’équations différentielles

& = faf),
ou f:R"” xR x RP — R" est lisse, a est un parametre distingué et  est un vecteur
de parametres secondaires. En supposant que f(zg, g, 5y) = 0 et que les quatre
conditions

1. Le jacobien D, f évalué en (xo, o, y) possede une paire de valeurs propres

A, Bo) de la forme +iw, w > 0,

2. Le méme jacobien ne possede aucune autre valeur propre de la forme zkw, ou
ke Z,
dRe A(a,

3. %(QOJ 60) ;é 07

4. Le premier coefficient de Liapunov (qui se calcule & partir des dérivées partielles
de f) est non-nul,

sont satisfaites, Hopf a démontré qu'une famille unique d’orbites périodiques ayant

une période approximativement égale a 27/w bifurque du point d’équilibre zy. En

1



CHAPITRE 1. INTRODUCTION 2

supposant que la premiere condition (qui caractérise la bifurcation de Hopf) est sa-
tisfaite, les trois autres conditions seront presque toujours (au sens mathématique)
satisfaites pour les systemes d’équations différentielles n’ayant qu’un seul parametre.
Cependant, si d’autres parametres sont présents dans le systeme d’équations (5 dans

notre cas), alors ces conditions peuvent étre violées pour certaines valeurs de 3.

Par exemple, lorsque la quatrieme condition est violée, on dit qu’il y a bifurcation de
BEAUTIN [1, 22]. Dans ce cas, plusieurs familles d’orbites périodiques peuvent étre
crées. Plus récemment, GOLUBITSKY et LANGFORD [13]| ont étudié, a l'aide de la
théorie des singularités, les cas ou les troisieme et quatrieme conditions ne sont pas

satisfaites.

La deuxieme condition quant a elle peut-étre violée de plusieurs facons. Par exemple,
en plus des valeurs propres +iw, il pourrait y avoir une valeur propre nulle. Dans ce
cas, on dit qu’il y a interaction de mode point limite/Hopf. L’étude de cette bifurca-
tion a débuté au milieu des années 1970 avec GAVRILOV [11], GUCKENHEIMER [14],
HoLMEs [17], KEENER [19], LANGFORD [23] et TAKENS [30]. La dynamique pres de
cette bifurcation est beaucoup plus complexe que le théoreme de Hopf laisse entrevoir.
En fait, cette interaction peut mener a la création d’'un tore, a I'apparition d’orbites

homocliniques [3] puis finalement au chaos [10].

Les mémes auteurs des premieres recherches sur l'interaction de mode point li-
mite/Hopf se sont également penchés sur une interaction de mode plus complexe,
celle de Hopf-Hopf [12, 15, 30]. Elle se produit lorsque le jacobien D, f évalué en
(20, o, Bo) possede exactement deux paires de valeurs propres sur l’axe imaginaire,
soient +iw et +iy, ou v > w. Lorsque le rapport v/w est irrationnel, la deuxiéme
condition du théoreme de Hopf n’est toutefois pas violée. Ainsi, en supposant que
les autres conditions sont vérifiées pour chacune des paires de valeurs propres, on
peut appliquer le théoreme de Hopf deux fois et conclure que deux familles d’orbites
périodiques naitront de la bifurcation : une de période approximativement 27 /w et
l'autre de 27/7. Cependant, des structures complexes, telles un tore ou méme un hy-
pertore peuvent également étre créées. Bien que 1’étude de la forme normale tronquée

de cette bifurcation ait été complétée au milieu des années 1980 par ZOLADEK [33],
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CARR, CHOW et HALE [5], VAN GILS [31] et CHOW, L1 et WANG [6], toute la ri-
chesse de la dynamique pres de la bifurcation n’est pas encore connue. Le lecteur
est invité a consulter CHOW, L1 et WANG [7], GUCKENHEIMER et HOLMES [15] ou
KUZNETSOV [22] pour connaitre les interactions de mode de type point limite/Hopf
et Hopf-Hopf.

Dans le cas ou le rapport 7/w est rationnel, on dit qu’il y a résonance 1 : ~v/w
dans l'interaction de mode Hopf-Hopf. Cependant, seuls les cas ou v/w = 1, 2 ou
3 sont nettement différents de la bifurcation de Hopf-Hopf sans résonance, bien que
LEBLANC [25] ait démontré que des phénomenes intéressants peuvent se produire
lorsque v/w = 4. Le cas ou v = w, c’est-a~dire lorsque +iw est une valeur propre
de multiplicité 2, a été étudié par plusieurs personnes, dont KRUPA [21], VAN GILS,
KRUPA et LANGFORD [32] et FURTER [9]. Le cas de la résonance 1 : 3 a quant a lui
été tres peu étudié.

L’étude de la résonance 1 : 2, a laquelle cette these est consacrée, est en voie de
développement. Les travaux les plus importants sur cette bifurcation sont ceux de
KNOBLOCH et PROCTOR [20] et de LEBLANC et LANGFORD [26]. Ces deux auteurs
analysent en toute généralité et avec rigueur le sort de tous les cycles limites issus de
la bifurcation, sans toutefois discuter de leur stabilité ni de dynamique plus complexe.
Les travaux de HE [16], qui fut le premier a étudier un déploiement a trois parametres
de la résonance 1 : 2, et de LEBLANC [25], ou des bifurcations secondaires sont mises

en évidence, sont également a consulter.

Dans cette these, nous donnons les conditions nécessaires et suffisantes pour qu’arbi-
trairement pres d’une bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2 il se produise,
dans les équations d’amplitude de la forme normale tronquée de la bifurcation, une
interaction de mode de type point limite/Hopf de nature a créer un hypertore. Nous
explorons en détail, théoriquement et numériquement, le processus de création de
cet objet. Ce phénomene n’ayant pas été étudié auparavant dans la résonance 1 : 2,
cette these permet donc d’approfondir notre compréhension de cette bifurcation en

ajoutant aux résultats partiels déja connus.
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1.2 Applications

La connaissance de la dynamique pres d’une interaction de mode Hopf-Hopf avec
résonance 1 : 2 est importante pour comprendre certains comportements de modeles
physiques. Par exemple, en démontrant ’existence et en analysant une bifurcation de
Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2, CAMPBELL et LEBLANC [4] expliquent la présence
d’une bifurcation en doublage de période dans un systeme d’équations différentielles
avec délais décrivant plusieurs types de systemes mécaniques ou l'inertie joue un
grand role. La présence de résonance 1 : 2 a été démontré dans toute une panoplie de
modeles, dont dans des modeles décrivant

— la propagation de flammes dans un canal [27],

— le mécanisme de réflexe de la pupille [2] ou bien

— un réseau de neurones couplés avec délais [24].

Puisque certains phénomenes sont propres a la résonance 1 : 2, il est primordial de
ne pas en omettre I’étude théorique pour bien comprendre des modeles comme ceux

cités ci-haut.

1.3 Enoncé du probleme

Nous allons considérer le systeme d’équations différentielles

&= f(z,aq), (1)
onzx=z(t) eR—-R" n>4 ac R p>3est un vecteur de parametres et f est
suffisamment différentiable en = et en «. Nous allons supposer qu’en aq la fonction
f posseéde un point d’équilibre xy € R™ tel que le jacobien D, f évalué en (xg, ap)
possede exactement deux paires de valeurs propres sur 'axe imaginaire, 1'une des
paires étant le double de I'autre :

A4 = Tiw
Aog = F2iw,
ol w > 0. Comme nous 'avons mentionné dans l'introduction, ces conditions ca-

ractérisent la bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2. Puisque par hypothese



CHAPITRE 1. INTRODUCTION )

le jacobien D, f évalué en (zg, ap) ne posséde aucune valeur propre nulle, alors il est
inversible et d’apres le théoreme de la fonction implicite il existe, pour a dans un
voisinage de ayp, une fonction différentiable z(a) telle que f(z(«w),a) = 0. D, f, évalué

en (x(a), o) possede alors les quatre valeurs propres

Mala) = w(a) £iw(a)
Aag(a) = pa(a) £ iws(a)

telles que
t1(ao) = pa(ag) =0 (2)
et
wa () = 2wi(ap) = 2w # 0. (3)

Les valeurs propres Aj234(«) sont toutes différentiables en .

Bien que n, la dimension de notre systeme d’équations, est arbitraire, le théoreme
de la variété du centre (énoncé dans [22]) nous permet de limiter notre étude au cas
n = 4. En effet, si n > 4, le systéeme d’équations (1) est topologiquement équivalent,

dans un voisinage de (zg, ap), au systeme d’équations

pi(a) —wi(a) 0 0
. wi(a)  p(a) 0 2
U= u+ O(||lu
0 0 poa) —ws(a) Ol
0 0 wa) pa(e)
0= H(a)v,

ot u =u(t) : R — R v=n0(t): R— R et H(a) est une matrice de dimension
(n —4) X (n — 4) ne possédant aucune valeur propre a partie réelle nulle en H («p).
Le comportement du flot pour I’équation hyperbolique en v étant bien connu, seule
la détermination de la dynamique du systeme quadridimensionnel en u nécessite une

étude plus approfondie.

Quant a la dimension de l'espace des parametres, p, nous allons la supposer égale

a trois. La raison est que la bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2 est une
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ifurcation imension r n générique il faut ajuster troi rametr

bifurcation de codimension 3 car de facon générique il faut ajuster trois parametres

pour satisfaire aux conditions (2) et (3) : un pour annuler la partie réelle d'une paire

de valeurs propres, un pour annuler la partie réelle de ’autre paire de valeurs propres
)

puis un troisieme pour amener 'une des parties imaginaires au double de la distance

de l'autre. La codimension 3 de la bifurcation est bien illustrée par 'application

P:RF — R3
a = (@), p2(a), wa(er) — 2w (@),

car la bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2 se produira exactement lorsque
P(a) = 0. Ainsi, dans le cas ou p < 3, la plupart (au sens mathématiques) des
systemes d’équations différentielles ne subiront pas de bifurcation avec résonance 1 : 2
tandis que si p > 3, il y aura pour presque tous les systemes d’équations une variété
de dimension p — 3 dans I'espace des parametres sur laquelle les conditions (2) et (3)

seront satisfaites.

1.4 Plan de la these

Nous allons, au prochain chapitre, effectuer divers changements de variables et de pa-
rametres pour amener le systeme d’équations (1) sous une forme normale simplifiée.
Puis, au chapitre 3, nous allons concentrer tous nos efforts a I’étude d’une interaction
de mode point limite/Hopf se produisant dans les équations d’amplitude de la forme
normale tronquée. Le chapitre 4 présente une simulation numérique dans le but d’ap-
puyer les résultats théoriques du chapitre précédent. Finalement, nous avons regroupé
au chapitre 6 les démonstrations de tous les lemmes techniques justifiant les calculs
des sections 2.1, 2.2, 2.3 et 3.4.



Chapitre 2

Forme normale et simplifications

2.1 Forme normale de Poincaré-Birkhoff

Afin d’étudier le systeme (1), il convient de le représenter sous une forme normale
simplifiée, ce que nous ferons en cing étapes. La premiere consiste a déplacer le point
d’équilibre qui bifurque a 'origine et a effectuer un changement de base afin d’expri-

mer le systeme (1) sous la forme
¢ = A(e)z + O(||z]]*),
oll z € C? et A est une matrice de 2 x 2 sous forme canonique de Jordan :

Lemme 1. [I est possible d’effectuer un changement de coordonnées localement in-

versible qui transforme le systéme (1) en le systéme d’équations

21 == )\1(@)21 +g(zl7zlv Z?az%a)
29 = Xo(@) 2o + h(21, %1, 22, Za, @),

(4)

ol z = (z1,29) € C? et on les fonctions g et h sont suffisamment différentiables pour

étre écrites sous la forme

— - Gikim () =k _l=m
g<21,21722722,06> - Z ]‘k'l' leleéZ2 +O(”Z||4)
2<j+k+14+m<3
Moz ma) = 3 @ ey o)),
1y <1y %2, <2, 'k'l'm' 272

2<j+k+1+m<3

7
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ou les Gikim €t les hjgm sont différentiables en o pour ||| suffisamment petit.

La deuxieme étape consiste a effectuer un changement de variables localement inver-
sible afin d’amener le systéme d’équations (4) sous sa forme normale de Poincaré-
Birkhoff :

Lemme 2. [l existe un changement de coordonnées localement inversible qui trans-

forme le systéeme (4) en la forme normale

W = M(@)wy + Gopo(@)wiws
+ G2100<Ck)w%w1 + G1011(C(>U)1’LU2@2 + O(HU)H4) (5)
wy = Ag(a)ws + Hzooo(@)w%

=+ H1110<Oz)w1m1w2 + Hoogl(a)w%mg + O(le|4)

Les formules exactes des coeflicients G () et Hjpm (o) sont données au chapitre 6,
en page 46. Remarquez que chaque équation de cette forme normale comprend un
terme de plus que la forme normale pour la bifurcation de Hopf-Hopf sans résonance
(voir KuzNETSOV [22]). Ces termes d’ordre 2, Goyio(@) et Haogoo(), sont dus a la

résonance entre w; et wy en o = .

En ignorant les termes d’ordre supérieur ou égal a 4, on obtient le systeme

W = M()wy + Gorio(o)wiws
+ Ga100(@)wiw; + Gior1 (@) wiwaWs (5)

wg = )\2(0{)1U2+H2000(0{)w%

+ Hipio(@)w wiws + Hoger (o) w3,

sur lequel nous allons dorénavant consacrer nos efforts. Le but avoué de cette tronca-
ture est de faciliter 1’étude de la bifurcation en étudiant une forme normale de I'in-
teraction de mode Hopf-Hopf avec résonance 1 : 2. On dit que le systéme (5’) est une
forme normale topologique pour cette bifurcation si le systeme d’équations (5) (qui
représente tous les systemes d’équations (1) satisfaisants aux conditions (2) et (3)) est
localement topologiquement équivalent au systeme (5) dans un voisinage de (zg, ap).
Or (5’) n’est pas une forme normale topologique pour (5) car en ignorant les termes

d’ordre supérieur nous introduisons une symétrie artificielle qui n’est pas présente en
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général dans le systeme (5). Cependant, nous verrons en page 11 que les bifurcations
secondaires auxquelles nous nous intéresserons dans cette these se produiront dans le
systeme (5) exactement lorsqu’elle se produisent dans le systeme tronqué (5°), ce qui

en justifie I’étude.

2.2 Réduction a trois dimensions

La troisieme étape de nos simplifications consiste a transformer le systeme (5’) en un
systeme tridimensionnel (p, u,v). Pour ce faire, nous allons effectuer le changement
de variables
wy, = pe¥
o (6)
wy = (u+iv)e™?,
ol p > 0,u,v € R et ¢ est une variable angulaire. Remarquez que ce changement de
variables n’est pas bien défini lorsque w; = 0. Attardons-nous donc a la dynamique
du systeme (5’) dans ce cas, qui devient, lorsque w; = 0,
u';l - 0

(7)

Wy = Aa(a)ws + Hopo1(a)wiws,

ce qui correspond exactement a la forme normale d’une bifurcation de Hopf dans le
plan invariant w; = 0. Cette constatation n’est pas surprenante car le jacobien D, f
évalué en (xg, ap) ne possede que les valeurs propres +iw;(ag) = tiw et +2iw. Ainsi,
la deuxieme condition du théoreme de Hopf cité au tout début de I'introduction est
satisfaite pour la paire de valeurs propres +2iw, c’est-a-dire que le systeme (5’) ne
possede aucune autre valeur propre de la forme £2ikw, ot k € Z. La dynamique du
systeme (5’) dans le plan invariant w; = 0 est donc bien connue. En particulier, si
Hoppo1(ag) < 0, il y aura création d’une orbite périodique stable de période approxi-
mativement égale a 27 /ws(ap) = m/w lorsque ps(a) = Re Aao(«r) passera de négatif a
positif [22, 28].

Le lemme suivant ajoute au changement de variables (6) le changement de parametres
démontrant la codimension 3 de la bifurcation dont nous avons déja discuté dans la

section 1.3 :
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Lemme 3. Supposons que l'application P définie par
(a1, g, a3) = (1 (@), pra(@), wa(a) — 2wy ()

possede un jacobien inversible en o = «q. Alors en effectuant un changement de
parametres et un changement de coordonnées, le systéeme d’équations (5°) peut étre

transformé (en omettant le plan invariant wy; = 0) en le systeme

p = plpr +yu— v +e1p?+ Ou? +v?))
' wi (@) + ¥(p, u, v, a)
U = flou — pzv + 20uv + 2yv?
+ p2(e2 + Tu — Av) + (Tu — Qo) (u? + v?)
U = g+ v — 20U — 2yuv
+ p*(e3 + Au+Tv) + (Qu + Tv)(u? + v?),

ou p > 0, u et v sont des variables réelles, ¢ est une variable angulaire et ¥ est
une fonction périodique de période 2m qui tend vers 0 pres de l'origine. Les divers
coefficients 7,0, €1, €2, €3, 0, T, AT et ), dont les formules exactes sont données en

page 51, dépendent du nouveau paramétre p = P(a) € R3,

En résumé, le flot associé au systéme (8) décrit une rotation de vitesse angulaire
environ wq («) pres de l'origine, couplée avec un systéme autonome tridimensionnel. 11

est donc suffisant pour notre étude de considérer le systeme d’amplitude donné par

po= plpn+yu—0dv+ep® +0(u” +v?))
U = flou — pzv + 20uv + 2yv?

+ (g2 + Tu — Av) + (Tu — Q) (u? + v?) (8)
U = psu+ pov — 20u? — 2yuv

+ p(e3 + Au+Tw) + (Qu + To)(u? + v?).

2.3 Simplifications additionnelles

La quatrieme étape consiste en une simplification additionnelle :
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Lemme 4. Supposons que v*(0) + 62(0) # 0. Alors le systéme d’équations (8') peut

étre écrit sous la forme plus simple

= plm +x+e1p’ +0(2* + %))
= o — pigy + 2y° + €2p”
+p*(Tz — Ay) + (Tz — Qy)(2? + y?) (9)
U = pst A+ oy — 2xy + esp?
+ p?(Az + Ty) + (Qz + Ty)(z? + y?),

ol €1,69,63,0, T, A, T et Q dépendent de 1 € R3, sans étre forcément les mémes
que ceuz du systéme d’équations (8'). Les formules exactes de ces coefficients sont

données en page 52.

Pour I’étude des bifurcations des orbites périodiques de (8) de période fondamentale
pres de 2, c’est-a-dire des points fixes de (9), seuls les termes linéaires et quadra-
tiques sont nécessaires (voir le théoréme 5.3 de LEBLANC et LANGFORD [26]). Ce-
pendant, puisque nous voulons étudier des bifurcations de Hopf de points d’équilibre
secondaires de (9), nous devons conserver au moins un terme d’ordre 3, sinon ces
bifurcations seront dégénérées'. Nous conserverons les termes Yz (z? + y?) de @ et
Ty(x? + y?) de 3, car ces termes sont présents et jouent un role essentiel dans la
forme normale de Poincaré-Birkhoff de la bifurcation de Hopf correspondant a la va-
leur propre Ay. En effet, d’apres (7), le premier coefficient de Liapunov associé a la

bifurcation de Hopf correspondant a la valeur propre Ay est donné par

Re H0021(Oé)

wo ()
tandis que d’apres les formules données au lemme 4 en page 52,

_ Re H0021 (O./)
|Gorio(a)]

!Nous verrons au lemme 5 qu’un certain coefficient ¥ (analogue au premier coefficient de Liapu-
nov) doit étre non-nul. Or, ce coefficient est nul si tous les termes d’ordre 3 du systeme d’équations (9)
le sont également. Il faut donc en conserver au moins un pour nos calculs, méme si les termes d’ordre
3 n’ont aucune influence sur Pabsence ou la présence d’une interaction de mode point limite/Hopf
d’un point d’équilibre secondaire. En fait, les formules (29) & (33) demeurent inchangées quels que
soient les termes d’ordre 3 présents.

T(w)
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En d’autres mots, ne conserver que les termes d’ordre trois Tz (2% +y?) et Ty (2% +y?)
dans le systeme d’équations (9) est équivalent a ne conserver que le terme d’ordre trois

Re Hopa1 () w3w, dans le systeme d’équations (5), ce qui justifie notre approche.

La cinquieme et derniere étape consiste donc a ignorer tous les autres termes d’ordre

3 et a effectuer un dernier changement de variable, soit
r = py/|eal. (10)

Nous supposons bien sur que 9 # 0. Le systeme d’équations (9) devient alors

ro= r(u +x)

T o= por — uzy + 2y* + or® + Yx(z? + y?) (11)

J = psx+ poy — 22y + Br® + Ty(2? +y°),
ounr > 0,0 =241 =sgney et f = €3/ |ez]. Nous supposons également que 5 # 0.
Ce systeme d’équations est virtuellement identique au systeme (5.13) étudié par

LEBLANC et LANGFORD dans [26], si ce n’est que ces derniers ont effectué le change-
ment de variables r = py/|es| au lieu de celui donné en (10).



Chapitre 3

L’interaction de mode point

limite /Hopf

3.1 Introduction

Cette section sera entierement consacrée a I’étude d’une interaction de mode point
limite/Hopf se produisant dans les équations d’amplitude (11). Avant de faire cette
étude, nous donnerons un résumé des principaux résultats se rattachant a cette bifur-
cation. I’étude proprement dite consistera a localiser les points fixes de (11), a isoler
les valeurs des parametres pour lesquels se produira 'interaction de mode puis a cal-
culer la forme normale de la bifurcation. A partir de tous ces calculs, nous pourrons
donner une interprétation géométrique du comportement du flot du systeme (11)
pres de la bifurcation. Nous dériverons également des formules implicites permet-
tant la localisation des bifurcations en point limite et des bifurcations de Hopf dans
le systeme (11). Ces expressions implicites seront nécessaires pour les simulations

numériques du chapitre 4.

13



CHAPITRE 3. L’INTERACTION DE MODE POINT LIMITE/HOPF 14

3.2 Notions théoriques

Rappelons d’abord quelques notions théoriques rattachées a l'interaction de mode
point limite/Hopf. Afin d’éviter toute confusion de notation avec les systémes
d’équations (1), (4) et (5), nous ajouterons des ~ aux variables qui ne sont utilisées

que dans cette section.

Un point d’équilibre Zo(&) du systeme d’équations différentielles
= f(z,a), (12)

ou & € R® et @ € R? est un vecteur de parametres, subit une bifurcation de type
point limite/Hopf pour une valeur critique aq des parametres lorsque le jacobien de

f évalué en T = To(Gyp) possede les valeurs propres

5\1(560) =0et 5\23(6&0) = :|:ZA7
ou A € R > 0. Suite a des changements de variables semblables a ceux décrits a la
démonstration du lemme 1 (voir KUuzNETSOV [22]), il est possible d’écrire le systéme

d’équations (12) sous la forme

3
13
i (13

ot £ € Ret ¢ € C et ol les fonctions § et h sont suffisamment différentiables pour

étre écrites sous la forme

9€.¢.¢a) = > g;’fl(,l,>£%c+O(H(€CC)H)
2<j+k+I<3

MECTE) = 3 J$£8&<+ow@<on>
2<j+k+1<3

ou les gji et les hj sont différentiables en & pour & suffisamment pres de . Le

lemme suivant est démontré dans KUZNETSOV [22] :



CHAPITRE 3. L’INTERACTION DE MODE POINT LIMITE/HOPF 15

Lemme 5. Soit le systéme d’équations (12) écrit sous la forme (13), et soient les

coefficients (en omettant la dépendance de & pour alléger la notation)

s = sgn(Ga00Go11)

Reh
0 — ? 110
G200
1 7 5 Re H, G G Hoon &
S = =Re |Hyp+ by | oozt S0 S ) Hozngaoo |
2 go11 9200  Yo11 20011

o

G0 = G300 — + Im (§11o}~l200)

A

. 1 S S
Gin = g111 — K (2 Im (9110h200) +Im (9020h101)>

N i [~ - ~ - 2 . =
Hyo = h210+X(h200(h020—2g110)—‘h210‘ —honhzoo)
2 170~ 2
B 1S ‘ .

3‘ 002 )

Supposons que Gogo(dn) # 0, que gor1(qp) # 0, que X(ag) # 0, que O(Gg) # 0 et
que Uapplication & — (A\(&), Re 5\2(07)) soit inversible en & = dag. Alors il existe

hOll

. i [~ 1. -
HOQl = hOQl + K (hOIlhOQO - 59020h101 —2

des changements de parametres et de coordonnées localement inversibles tels que le

systéme d’équations (12) est localement topologiquement équivalent au systéme

£ = n+&+sC+O(ECOIY

. - _ 14
¢ = (re+ilmA)C+ (0 +)EC+ ¢+ O(I(& ¢ O, "

o€ €R, ( €C,v=(v1,vy) sont les nouveaux parametres. 0, s et ¥ (dont la formule

exacte est inimportante) dépendent de facon différentiable de v.

Les valeurs de s et de 0 évalués en la valeur critique des parametres permettent
de déterminer les diagrammes de bifurcation de la forme tronquée du systeme
d’équations (14). En effet, en exprimant la variable complexe  en coordonnées po-

laires (p, @), le systeme (14) devient, en ignorant les termes d’ordre supérieurs et en



CHAPITRE 3. L’INTERACTION DE MODE POINT LIMITE/HOPF 16

inversant le temps si X(ag) < 0,

é = V1+€2+Sﬁ2
p o= pln+06+8&) (15)

Puisque les deux premieres équations ne dépendent pas de 'angle ¢ et que d’apres
la troisieme équation le flot décrit une rotation autour de 'axe £ de vitesse angulaire

approximativement égale & Im Ay pour & prés de Dorigine, il suffit d’étudier le systéme

£ = v +&+sp

. B (16)
p = plra+06+8%),

ce que nous allons faire immédiatement. En résolvant I’équation ﬁ = 0, on trouve
d’abord que p = 0 ou vy +0¢ + &2 = 0. Dans le premier cas on obtient les deux points
d’équilibres

(&) = (£V=11,0) (17)
lorsque v; < 0. Dans le deuxieme cas, si ||v| est suffisamment petit, on obtient
également deux points d’équilibres car

. —ei\/92—4V2

£

Cependant, un de ces deux points d’équilibre est tel que & — —@ lorsque v, — 0.
Ce point d’équilibre n’étant pas local a la bifurcation, on doit donc I'ignorer. L’autre

point d’équilibre est donné par

_ v V2
(€.9) = <—§+O(V22),\/—S(V1 +IE+OuD) ) (18)
lorsque 'expression sous le radical est positive. Le jacobien de (16) est donné par

2& 2sp
pO+28) v+ 08+ &

dont le déterminant est

det A = 26(vy + 06 + €2) — 25p%(0 — 2€)
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et la trace est
trAd = 26 + (vy + 06 + £2).

Puisque aux points d’équilibres (17) p = 0, le déterminant de A évalué en ces points
est nul lorsque & = 0, c’est-a-dire lorsque 1, = 0. Les deux points d’équilibres sont
donc issus d’une bifurcation en point limite se produisant sur la droite v; = 0. Les

valeurs propres de A évalué aux points d’équilibres (17) étant

:|:2\/ —1 et 1] + 9\/ -V — Uy,

le signe de vy détermine la stabilité des points d’équilibres crées car immédiatement
apres la bifurcation vy est quasi-nul. Ainsi, lorsque v > 0, un des points d’équilibre
est instable et autre est un col, tandis que lorsque v < 0, I'un des points d’équilibre
est un col tandis que l’autre est stable. Toujours lorsque p = 0, le déterminant de A
sera également nul lorsque vy + 0 + &2 = 0, c’est-a-dire lorsque vy = —v2 /0% + O(v3).
C’est exactement sur cette courbe de bifurcation (en fourche) qu’apparait le troisieme
point fixe, (18). Puisque ce point fixe est tel que p > 0, il correspond & une orbite
périodique dans le systéme tridimensionnel (15). La courbe de bifurcation en fourche
correspond donc a une courbe de bifurcation de Hopf dans le systeme (15). Le point
d’équilibre (18) peut lui aussi subir une bifurcation. En effet, lorsque £ = 0, c’est-
a-dire lorsque v» = 0, la trace de A est nulle. Pour cette valeur critique de s, le
déterminant de A évalué au point d’équilibre (18) est égal & 20v;. Il y aura donc une
bifurcation de Hopf exactement lorsque v, = 0 et Av; > 0. Cette bifurcation crée
une orbite périodique autour du point d’équilibre (18), qui change alors de stabilité.
Ce cycle correspond a un tore dans le systeme tridimensionnel (15). La stabilité de
cet objet est donnée par le signe du coefficient de Liapunov, signe qui est donné par

—sgn @ = sgn (—0) selon KUuzZNETSOV [22].

Le diagramme de bifurcation de la figure 1 illustre la dynamique décrite ci-haut pour
un cas particulier des valeurs de s et 6, soit s = 1 et § < 0. Les six diagrammes
de phases, dans le demi-plan (&, p), sont donnés a la figure 2. Nous n’avons pas
mentionné dans le paragraphe précédent la courbe de bifurcation homoclinique. Sur
cette courbe, représentée en pointillé dans le diagramme de bifurcation, le cycle limite

présent dans la région @ est détruit par la formation d’une orbite reliant les deux
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point d’équilibres (17). Cependant, cette structure est une conséquence de la symétrie
artificielle de (15). Dans le systeme d’équations général (14), cette symétrie n’est pas
présente et le tore est détruit (par un mécanisme qui n’est pas tout a fait encore
parfaitement connu) quelque part entre les régions @ et , pres de la courbe de
bifurcation de Hopf.

A partir de ces données, il est possible d’'interpréter le comportement du flot dans
le systeme tridimensionnel (15), dont le diagramme de bifurcation est donné a la
figure 3 et les six diagrammes de phases projetés dans le plan (&, pcos ¢) sont donnés
a la figure 4. Il y a tout d’abord la région , ou il n’y a aucun point fixe. Dans les
régions et , il y a deux point fixes, créés lors de la bifurcation en point limite
en v; = 0. Les régions et E contiennent également un cycle limite, instable dans
la région et stable dans la région . Ce cycle est issu de la bifurcation de Hopf
d’un des deux points d’équilibres. En passant de la région a @, le cycle subit une
bifurcation de Neimark-Sacker et engendre un tore instable, qui sera détruit entre
les régions @l et . Remarquez que ces diagrammes ne sont valides que lorsque
Y (@) > 0. Dans le cas contraire, le temps doit étre inversé et, par le fait méme,

toutes les stabilités également.

F1G. 1 — Diagramme de bifurcation de (16) dans le cas ou s =1 et 6 < 0.

Hopf

Hlomodli'n'ic.lue

Fourche

Point limite
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F1a. 2 — Diagrammes de phases d’une interaction de mode point limite/Hopf

Neimark-Sacker

@ 21

lD,estI‘u'cfi.on du tore

Point limite
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Fic. 4 — Les méme diagrammes en trois dimensions

3.3 Points fixes

Revenons maintenant a I’étude du systeme d’équations (11). Un point fixe (r, z,y) de

ce systeme est tel que

0=r(m +x) (19)

0 = ptox — pzy + 29> + or® + Ya(z® + y?) (20)

0 = psz + poy — 2xy + Br® + Ty(a® + 3). (21)
Puisque r > 0, alors © = —puy,

r? = o (s + Tpi + pay + (Tin — 2)y%) (22)

et y est une racine réelle de 1’équation

<M1M3 g+ Tu‘i’) B (MQ 2+ Yy
&} o 5}

Remarquez que lorsque (p1, o, 13) — 0, une des racines réelles tend vers 203/7, qui

T
+ 0M3) y+0(2—Tm)y* - Ey?’.

ne fait pas partie du voisinage de l'origine (nous supposons bien str que 3 # 0). Les
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deux autres racines sont réelles lorsque le discriminant (voir SPIEGEL [29])
ﬁ2
27774
est négatif ou nul. Une fois ces racines calculées, il faut bien siir s’assurer que r? tel que

+O(llull*)

(—4p3 — (4488 papa + 4o Bpaps — 13 — 20 Bpaps — 0743)

donnée par (22) est positif. Ainsi, il y aura 0, 1 ou 2 points fixes pres de l'origine, ce

qui est en accord avec le théoreme 5.4 de LEBLANC et LANGFORD [26]. Finalement,

le polynéme caractéristique du jacobien de (11) évalué en z = —pu est donné par
p(A\) = A +a\? +bA +c, (23)
ol
a = —2(p1 + po + 27 (y* + i) (24)
b=3T2(y" + p})? + 27 (4% + 113) (3ps + 2p12) (25)
+8y% — 6pzy + 21 g + 15 + i — 2017
¢ =2r%(0(p2 + 2p1) + 0T (3y* + i) + Bus — 48y + 26T y). (26)

3.4 Localisation de la bifurcation

La bifurcation en point limite/Hopf se produira lorsque les coefficients a et ¢ du
polynome caractéristique p(A) sont nuls et le coefficient b est positif, car alors p(A) =
A(A? + b). Nous allons tenter d’annuler i, 7, a et ¢ en exprimant 72, y, s et uz en
fonction de p1. En résolvant a = 0 (24) et ¢ = 0 (26), on obtient
po = —pn — 20 pf — 27Ty

et
4By — oYy? — oy — 26Ty + o pf
/‘L3 = ﬁ ‘

En substituant ces expressions dans 'équation § = 0 (21), on obtient 1’équation

3682 Ty — 263% — Ty 2 — T
3 2
Y ( 20067 4 T Hiy

52_1+(ﬂ2+1>Tﬂl 2
+( QUﬁT )Ml_()?

(27)

cubique
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que nous allons résoudre en utilisant les formules données par SPIEGEL [29]. Puisque
le discriminant

241
—1i; foszﬁl (262 — (707 + 13) Ty + O(M?))

est négatif pour |uy| petit, alors 'équation (28) possede trois racines réelles. Pour les

trouver, on doit d’abord calculer (voir SPIEGEL [29)])

_of o(5+33%) —sgnBy/—6(6% +1)
5—3—T— 63 1+ O(13)
et
543 2 241)
T_;? a(b+36%) +s%5r;ﬁ\/ 6(8% + i+ O).

En posant A comme étant le tiers du coefficient de y? dans ’équation cubique (28),

les trois racines sont alors données par

Yy = S+T—A

yo = —(S+T)/2—A+iV3(S—T)/2
ys = —(S+T)/2—A—iV3(5—T)/2.
La premiere racine,
241
91:¥—3 52; fi — 5o i 25 i +0(u),

n'est pas locale, donc pg tel que donné par (27) n’est pas pres de l'origine. Cette

racine nous intéresse donc pas. Les deux autres sont données par

_ )
20 — s sgnzﬁﬁ\ﬂ(ﬁ + 1)M1 o),

Y23 =

ou s = £1, ce qui implique d’apres (22) que

2 _ 4o — 3ssgn B4/2(6% + 1)
r S0 12+ 0.

Le coefficient b (25) du polynome caractéristique p(/\) (23) vaut maintenant
o B%+5—4os sgn 3+/2(5% +
- 7

Puisque b et 2 doivent étre positifs, on en déduit des conditions sur les signes s, o et

1+@ 1-

la valeur ( :
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Lemme 6. Les coefficients

—(8% +5) + 4os sgn 3/2(6% + 1)

32
et
4o — 3s sgn G+/2(% +
2(32
o s = £1, 0 = 1 et f € R, sont positifs lorsque 0 = —1, s = —sgnf et |f| <

11+ 8V/2.

Ainsi, lorsque ju; est suffisamment petit, b et r? seront positifs si les conditions sur o

et 0 données au lemme précédent sont satisfaites.

En résumé, en supposant pug # 0, il y aura une bifurcation de type point limite/Hopf

dans le systeme d’équations (11) lorsque

oc=-—1

18] < \/11 +8V2

1w = —p1 + O(ud) (29)
34220 11

= ERAEED o) (30)

Le point d’équilibre qui bifurque est alors

—44+3/2(82+1)
it SN s volu) (31)

Tt = —pn (32)

y* _2+\/ ﬁ2_|_1

p + O(1d). (33)

Remarquez que T n’apparait pas dans ces formules. En fait, tous les termes d’ordre
3 du systeme (9) apparaissent dans les termes d’ordres supérieurs O(u?) (ou O(u3)
dans le cas de r*?) des formules (29) a (33).
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3.5 Bifurcations en point limite et de Hopf

Puisqu’une bifurcation de type point limite/Hopf est issue d’une interaction entre une
bifurcation en point limite et une bifurcation de Hopf, nous allons identifier, du moins
a l'aide de formules implicites, les surfaces dans I’espace des parametres sur lesquelles
se produisent ces bifurcations. Nous utiliserons ces expressions pour les simulations
numériques du chapitre 4. Nous supposons, pour cette section et les suivantes, que

o= —1et que 8% < 11+ 8V/2.

Commencons par la bifurcation en point limite. Cette derniere se produira lorsque le
coefficient constant ¢ (26) du polynome caractéristique p(\) (23) est nul. En résolvant
i = 0 (20), on obtient une expression pour 72, que I’on substitue dans 1’équation ¢ = 0.

Cette derniere est un quadratique en y, dont les deux solutions sont

) B(=2 4 Tpy) + sv/B*(2 — Tpy)? — 3T (21 + po — Bz + Tpid)
== 3T b

ou s = £1. Or, lorsque (p1, p2, pu3) — 0, ces solutions tendent vers

—20 + 25\/@

3T

Ainsi, en posant s = sgn [, I'expression ci-haut est nulle, ce qui implique que la
solution choisie est locale a la bifurcation. En substituant les expressions pour r? et
y dans 'équation ¢y = 0 (21), on obtient une surface implicite S dans I'espace des
parametres sur laquelle ont lieu les bifurcations en point limite. En développant Sg
en série de Taylor, on obtient
Sp=-— LM% - 262—+1M1M2 - 1/u61/¢03
20 20 2

1 1

1 (34
24 _ =2 3

La surface sur laquelle ont lieu les bifurcations de Hopf est plus difficile a cerner.

Supposons que le discriminant

1 1
@(% —a*)’ + %(901) — 27c — 2a°)* (35)
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du polynéme caractéristique p(A) (23) est positif. Ainsi p(A) possede une racine réelle
et une paire de racines complexes conjuguées, que nous dénoterons par w et u =+ iv.
D’apres SPIEGEL [29], les trois équations suivantes sont satisfaites :

a = —(w+2u)

b = 2wu+u®+0v°

c = —w(u?+v?).
Il y a bifurcation de Hopf lorsque u = 0 (et v,w # 0). Avec cette condition, les trois

équations ci-haut se réduisent a

a = —w
b = o2
c = —wv

d’ou on tire les deux conditions suivantes, nécessaires pour avoir une bifurcation de
Hopf :
ab=cet b>0. (36)

Ces conditions sont par ailleurs suffisantes, puisqu’en substituant ¢ = ab dans l'ex-
pression pour le discriminant (35), on obtient la valeur positive

1 2 2

Or, I’équation ab — ¢ est un polynome de degré 6 en y et I’équation gy est de degré 3
en y. Il est donc tres difficile, voire impossible, d’éliminer la variable y et d’obtenir
une expression simple Sy (p) décrivant implicitement la surface cherchée. Si le calcul
de la surface en éliminant la variable y s’avere trop complexe, I'intersection des deux
surfaces ab — ¢ = 0 et y = 0 pourra étre calculée dans l'espace a 4 dimensions

(y, p1, oo, i13) et projetée dans l'espace des parametres.

3.6 Forme normale

Afin d’étudier convenablement la bifurcation en point limite/Hopf identifiée a la sec-

tion 3.4, nous devons calculer les coefficients de la forme normale de cette derniere,
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aux valeurs critiques p3 et p3 des parametres. Les formules pour ces coefficients sont
données au lemme 5, qui s’applique une fois que le systeme d’équations (11) est ex-
primé sous la forme (13). Pour ce faire, la premiere étape consiste a déplacer le point

d’équilibre qui bifurque a l'origine en posant

w = 742 _ 7"*2
u = z—a* (37)
vo= Y=y

olt 7*2, x* et y* sont donnés par les équations (31), (32) et (33). En utilisant les trois
égalités 7 = 0, £ = 0 et y = 0, données par (19), (20) et (21), on obtient le nouveau

systeme d’équations

w o= 2w+ r?u

o= (g + 3Tz + Yy u+ (—ps + 4y* + 2Ty v — w
+3T2z*u? + 2y uv + (2 + Ta*)v® + Tu? + Tuv?

v o= (u3—2y" 4+ 2Ty ) u + (us — 22* + Y™ + 3Ty**)v + fuw
Ty*u® + (2Yx* — 2)uv + 3Vy* o + Yu’v + Yo,

dont le jacobien, évalué a l’origine et aux valeurs de parametres critiques py = 3 (29),

ps = 13 (30), est

0 2r*2 0
J= =1 ps+3Ta*2+ Ty —ps + 4y + 2T y*
B =2y + 2V a*y*  ph — 2% + Ta*? + 3Ty

Puisque J est évalué au point d’équilibre et aux valeurs critiques ou se produit une
bifurcation de type point limite/Hopf, son polynéme caractéristique g(A) doit étre
de la forme A3 + A2). En calculant les trois coefficients de q()\) & partir de J et en

I'égalant & A + A%\, on obtient les trois équations suivantes :

0 = —2ub+ 22" —4Y (22 + y*2)
A = ps? s+ 20 = 2p5a — Gpsy* + 8y*?
T(4,U§(ZL’*2 + y*Q) _ 61‘*3 _ 6x*y*2) + 3’1*2(1.*2 + y*2)2
0 = pb— fBus —22* +48y* + T(x*? + 26z*y* + 3y*).

(38)



CHAPITRE 3. L’INTERACTION DE MODE POINT LIMITE/HOPF 27

Le changement de base permettant d’exprimer J sous sa forme canonique réelle de

Jordan est donné par la matrice K qui satisfait a I’équation

0 O
KJ=10 0 —A| K.
0

En utilisant les équations (38), on peut vérifier que la matrice

k(22 — A?)
_— 1
%2 b
K= K 6 1>
0 —Ax 0
ou
1

KR =

39
wy — dy* — 2V xry*’ (39)

satisfait a cette équation. Puisque

52 A3

det K =
¢ Q%2

70,

on peut effectuer le changement de variables

51 w
L =K |u
&3 v

et regrouper & et &3 pour former la variable complexe ( en posant

- 51
= & +1&3.

Ces changements de variables nous permettent d’obtenir un systeme d’équations de

la forme du systéme (13). En effectuant ces calculs, on obtient par exemple

. . . (28 + BTx* + 3Ty*)
9200 = 9200(,“2» N3) =38 A4 )
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Sans donner explicitement les expressions pour les autres coeflicients g7 et hiy,
mentionnons que §5; # 0. Les formules données au lemme 5 nous permettent de

calculer s* et 0* et de vérifier que X* # 0. On obtient
Ty* 5 1

T 228+ BT +3Tyr) 2

*

et
s* =sgn| (28 + BYz* + 3Ty*)k*(A* — 2r*%)?
+ (28 + BYa* + 3Ty ) (28 + BT + Ty*) (62 + 1)A?],

qui se résument, en remplacant 7%, z*, y*, u%, uj et x par leur valeur en fonction de
w1 (voir équations (29) a (33) et (39)), a

1
0" = —5 + O(um)

d*b*
a0 )+ 0|
1

oll @ est un carré et b*(uy) = A%(uy) est donné par (38). 6* est donc toujours négatif

s* = sgn [(Q +48*(B* + 1)

lorsque p; est suffisamment petit. Puisque b*(u1) est un coefficient positif pour ||

suffisamment petit, le premier terme de son développement en série de Taylor, %’;(0),
1

est positif, ce qui implique que s* = 1.

Finalement, il ne reste plus qu’a vérifier que 3* # 0. Le calcul de ce coefficient est

cependant passablement ardu. Toujours avec les formules du lemme 5, on obtient une

expression de la forme
S () = S(B)uyt + O(uy),

ou 'expression S(f3) est particulierement gigantesque. Le graphique de la figure 5 est
le graphe de S(3) pour (3 entre —1 et 1. Pour les autres valeurs de (3, on a [S(3)| > 1.
Autrement dit, ¥* est différent de O pour presque tout choix de (3.
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Fic. 5 — S en fonction de f3.

g

3.7 Interprétation géométrique

Fixons p; pres de l'origine, 3 tel que |3] < /11 + 8y/2 et T arbitraire. Connaissant
s* et 8%, nous pouvons décrire de fagon théorique le comportement du flot du systeme
tridimensionnel (11) dans un voisinage de (r*, z*,y*) lorsque les parametres (pz, t3)
varient dans un voisinage de (u3, ), p1 demeurant inchangé. Cette description n’est
valide que lorsque X* > 0. Dans le cas contraire, toutes les stabilités doivent étre
inversées pour que la description demeure valide car nous avions inversé le temps

pour obtenir le systeme (15).

Puisque nous avons montré que s* = 1 et que * < 0, le diagramme de bifurcation
de (11) correspond au diagramme donné a la figure 3, c’est-a-dire que le diagramme
de bifurcation de (11) est topologiquement équivalent & celui de la figure 3 si on
remplace (v1,12) = (0,0) par (uz, u3) = (13, 113)-

Jusqu’a présent nous avons décrit le flot pres de la bifurcation de type point li-
mite/Hopf dans le systeme tridimensionnel (11). Afin de transposer ces descriptions
pour le systeme quadridimensionnel (5), il suffit d’ajouter une rotation. La courbe de
bifurcation de Hopf visible a la figure 3 est donc une bifurcation de Neimark-Sacker

et celle de Neimark-Sacker, celle d'une bifurcation plus ésotérique ou un hypertore
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est engendré d’un tore. Concretement, il y a d’abord la région , ou il n’y a rien
d’intéressant localement. Puis, soudainement, alors que (uq,p3) péneétrent dans la
région B, il y a création de deux cycles limites. Ces deux cycles s’éloignent au fur
et & mesure que (pug, p3) s’éloignent de la courbe de bifurcation. EventUlellement7 un
des cycles limites subira une bifurcation de Neimark-Sacker, changera de stabilité et
engendrera un tore (instable si on suppose que ¥* > 0). Nous sommes maintenant
dans la région et Pampleur du tore augmente tandis que (u2, p3) s’éloignent de
la courbe de bifurcation de Neimark-Sacker. Lorsque les parametres entrent dans la
région @, une bifurcation complexe se produit : le tore change de stabilité et en-
gendre un hypertore. Cependant, cet hypertore se désintegre rapidement alors que
(2, p3) passent dans la région . Le tore, qui est toujours présent, diminue peu
a peu de taille et finit par s’écraser sur le deuxieme cycle limite. Alors que (s, 113)
completent leur parcours autour de (w3, 13), les deux cycles limites se rapprochent

pour finalement s’annihiler lorsque (2, it3) passent de la région et la région .



Chapitre 4

Simulations numeériques

4.1 Processus de création d’un hypertore

Nous avons décrit, a la section 3.7, les différents diagrammes de phase pres de la bifur-
cation en point limite/Hopf. Il est maintenant temps de vérifier a 1’aide de simulations

numériques la véracité de cette description théorique. Fixons donc

1 = —0,05
o = —1
g = —=0,2

T = 0,05

et simulons le systeme d’équations
r = r(=0,05+x)
&= ppw — pugy + 2y° —r° + Tra(z® +y) (40)
y = pst+ oy — 2y + Fr® + Try(a® + 97

pour (u2, p3) dans un voisinage de (3, 13) = (0,0492643, —0,0297026). Le polynome

caractéristique du jacobien de (40) évalué en (u3, i) et au point d’équilibre (r, x,y) =
(0,100624, 0,05, —0,0696912) est A3 + 0,0450308)\. En effectuant le changement de

31
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variables (37) pour déplacer le point d’équilibre a 1’origine, on obtient

w = 2u(w 4+ 0,0101253)

= 0,0498821u — 0,249410w — w + 0,0075u* — 0,00696912uv + 2,00250>
+ 0,05u® + 0,05uv?

v = 0,109331u — 0,0498821v — 0,2w — 0,00348456u2 — 0,1.995uv — 0,01045360°
+ 0,05u*v + 0,050°.

En effectuant le changement de variables

& —4,90625  —-02 1| |w
&l =-400944  —02 1| |u
& 0 ~0,850824 0| |v

puis en posant £ = &1, ( = & + €3, on obtient le systeme d’équations

= —0,0831095¢2 — 0,352417¢C + . ..
= 0,212204i¢ + (0,0768414 — 1,520490)6C + . . .,

dont les coefficients servent a calculer 6*, s* et ¥* a 'aide des formules données au

lemme 5. On obtient alors

0* = —0,462290
s* = sgn0,0585784
X = 0,00956093.

Puisque ¥* > 0, les diagrammes de phase du systeme d’équations (40) devraient étre

équivalents aux diagrammes de la figure 4 a la page 20.

Commengons par tracer, dans le plan (us, ps3), les courbes de bifurcation en point
limite et de Hopf. D’apres (34), les bifurcations en point limite se produiront sur la

courbe

10850419 183 73
5000000 50 27 125/

116921 1
45000000 450

1
i = s ,,63) /701526 — 60000042 — 12000073,
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tandis que d’apres (36) les bifurcations de Hopf se produiront sur la courbe

3 . (11 1437209\ , (13 641601\ ,
— ooy = | s pe y'+ y

2000 200 800000 10" ™ 200000
1, 3, 2403 797611 253765191\ ,
- (3“3 512~ 700" T 20000 12 320000000) Y
(2 e AT SO 801
Hs T B2 8008 T 100007 T 80000000 ) Y
+ (2u§uz + 215 — %ui%usuz - %u%
1 316011 477603
~ 200000™* * 32000000/ " 128000000000)’

ou y est une racine réelle de

Loy 8L, (1 9 (1 1 1
207 20007 51 2750000 /Y T\ 20" T 100" T 800000
et la condition

3 4, (1, 959203 s anni (e L 19T\
1007 5127 o000 2 ) Y T oY TS T2 T 5000M2 T 64000000

est satisfaite. Ces deux courbes sont représentées dans le plan (us9, u3) a la figure 6.
La courbe mauve (a droite) est la courbe de bifurcation en point limite et la courbe
brune (a gauche) est celle de Hopf. Remarquez que ces deux courbes sont tangentes
en (u3, 13).-

Avant d’explorer les divers diagrammes de phase du systeme (40), tracons 'amplitude
r des branches de points fixes en fonction de po pour deux valeurs de pug3, soient —0,023
et —0,035. La position de ces branches dans I’espace des parametres est indiquée par
deux traits noirs dans le graphique de la figure 6. Le résultat, visible a la figure 7,
est en accord avec la théorie présentée a la section 3.7. En effet, dans la région
de l'espace des parametres, il n'y a pas de points fixes (locaux) tels que r > 0. Des la
traversée de la courbe de bifurcation en point limite, il y a création de deux points fixes
qui s’éloignent I'un de 'autre. La différence entre les régions et est la stabilité
des deux points fixes. Dans la région , il y a un point fixe instable (branche mauve)

et un point fixe ayant une composante stable et deux instable (branche rose) tandis
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Fi1G. 6 — Diagramme de bifurcation dans le plan p; = —0,05
o/
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Fi1G. 7 — Amplitude r des branches de points fixes en fonction de po

(Chamois)

%‘/e)

(Chamois)

(Jaune)

(Rose)
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que dans la région , il y a un point fixe stable (branche jaune) et un point fixe ayant
une composante instable et deux stables (branche chamois). Lors du passage de la
région a la région , le point d’équilibre (instable) de la branche supérieure subit
une bifurcation de Hopf et transmet une partie de son instabilité a un cycle limite,
tandis que lors du passage de la région a la région , c’est le point d’équilibre
(stable) de la branche inférieure qui subit une bifurcation de Hopf et qui transmet une
partie de sa stabilité a un cycle limite stable. La seule information que ces branches
ne véhiculent pas, c’est ce qui arrive au cycle entre les régions et afin qu’il
change de stabilité. Comme mentionné précédemment, ce cycle subira une bifurcation
de Neimark-Sacker et transmettra son instabilité a un tore (région @), qui sera
éventuellement détruit lors du passage a la région . Il ne reste plus qu’a présenter, a
la figure 8, un diagramme de phase pour chacune de ces régions. Les valeurs exactes des
parametres pour les six diagrammes sont représentées par des points sur le diagramme
de bifurcation de la figure 6. On voit tres bien, dans le troisieme diagramme (région
), un cycle périodique instable, autour duquel le flot tourne un grand nombre de fois
avant de s’échapper vers l'extérieur du voisinage considéré. Le quatrieme diagramme
(région @) présente le tore dans toute sa splendeur. Les valeurs des parametres étant
tres pres de la bifurcation de Neimark-Sacker, le tore est peu instable dans le sens ou
I'orbite accomplit de nombreuses révolutions pres de sa surface avant de s’échapper
vers l'infini ou vers le cycle périodique situé a l'intérieur du tore, selon si I'orbite
est a l'extérieur ou a l'intérieur du tore. Finalement, le cycle périodique stable est

parfaitement visible dans le cinquieme diagramme (région )

Finalement, mentionnons que nous avons choisi T* pres de 0 afin de bien démontrer le
comportement de la bifurcation. Il a été difficile de faire un choix de parametres (T*
et %) pour lesquels les courbes de bifurcation en point limite et de Hopf (figure 6)

n’étaient pas pratiquement confondues.
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prés de (125, 413)

steme (40)

Sy

FiGc. 8 — Diagrammes de phase du
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4.2 Les mémes diagrammes dans le systeme qua-

dridimensionnel

Soit le systeme d’équations

Wy = (g + 9w + Wwsy + iwiw;

' (a1)
Wy = (pg +ips + 20wy + (0 + B )wi + 2iw W wy + T w3y,

ot w = (wy,ws) € C% py = —0,05, 0 = —1, f* = —0,2 et T* = 0,05. En effectuant le

changement de variables (6)

wy; = re¥

wy = (u+1v)e*?,

le systeme d’équations (41) devient exactement le systeme (40) auquel s’ajoute
I’équation angulaire

p=1+r*+0.

Ainsi, en tracant les diagrammes de phases de (41) pour les mémes conditions initiales
et valeurs de parametres qu’a la figure 8, nous devrions pouvoir observer la formation

de I'hypertore dans I'espace a 4 dimensions.

Par exemple, en choisissant les conditions initiales

(12, p13) = (0,04920, —0,02500)
(w1, ws) = (0,10668,0,04568 — 0,081744),

soit les mémes conditions initiales que pour le diagramme de phase @ de la figure 8,
on obtient une solution gravitant tres pres de la surface de 'hypertore. La figure 9
présente une composante de la solution en fonction du temps, selon trois échelles
différentes, ce qui nous permet d’observer les trois fréquences qui composent ['hyper-
tore. Le premier graphique ressemble a une courbe de sinus dont 'amplitude varie
légerement, ce qui nous laisse soupgonner la présence de plus d'une fréquence. Sur le
deuxieme graphique, la variation de 'amplitude de la courbe de sinus est nettement vi-

sible. Comme cette amplitude varie de fagon sinusoidale, on en déduit la présence d’au
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moins deux fréquences de rotation. Finalement, le troisieme graphique nous révele la
, , N . : . , .

présence d’une troisieme fréquence de rotation, qui est d’une période beaucoup plus

longue que la deuxieme. A une telle échelle, la courbe de sinus du premier graphique

n’est bien sur plus qu’une suite de pics. Ces trois graphiques démontrent clairement

la présence de I’hypertore.

F1G. 9 — Evolution d’une solution Imw; de (41) en fonction de ¢ dans la région @

selon 3 échelles différentes
}r/\\ ,f/\\
;o [




Chapitre 5
Conclusion

Nous avons démontré, dans cette these, 'existence possible d’une bifurcation de type
point limite/Hopf arbitrairement pres de la bifurcation de Hopf-Hopf avec résonance
1 : 2. En fait, les conditions suivantes (en plus des conditions de non-dégénérescence
données au chapitre 2) sont nécessaires et suffisantes pour garantir l'existence de la

bifurcation :

o = —1
18] < /11 +8V2.

D’apres les lemmes 2 et 4, ces conditions sont équivalentes, si ||| est suffisamment

petit, a

Re (gor1o(a )h2000( )) < 0

I h /
m(90110( 2000 ’ < 11—1—8\/5.

Re (go110(a)hageo (v

Nous avons de plus montré que pour toutes ces valeurs de (3, le systeme tridimension-
nel (11) contenait un tore, dans une certaine région (touchant a l'origine) de I'espace
des parametres. Ce tore, qui correspond & un hypertore dans le systeme original (1),
est issue d'une bifurcation de Neimark-Sacker d'un cycle limite. Nous avons donc ex-
pliqué le processus de création d’un hypertore pres d’'une bifurcation de Hopf-Hopf

avec résonance 1 : 2.

40
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La dynamique pres de la bifurcation est d'une complexité inouie. En effet, dans le
cas particulier ou s* = 1 et —2 < 6* < 0, l'existence dans le systeme (14) de toute
une panoplie de structures tres complexes a été démontrée, telles que des orbites
homocliniques, des horseshoes de Smale et des cascades de doublement de période
(voir KUZNETSOV [22] pour un résumé). Autrement dit, la dynamique pres d’une
bifurcation de type point limite/Hopf est étrange. La bifurcation de Hopf-Hopf avec
résonance 1 : 2 est donc aussi complexe que l'interaction de mode point limite/Hopf,

dont I’étude, méme si elle a débuté il y a plus de 20 ans, n’est pas tout a fait terminée.



Chapitre 6

Démonstrations et calculs

6.1 Calcul de la forme normale simplifiée

Lemme 1 (Coordonnées complexes). Il est possible d’effectuer un changement
de coordonnées localement inversible qui transforme le systéeme (1) en le systéme
d’équations
{ 2= Mi(@)z1 + g(21, %1, 22, %2, @)
= Ao()zg + h(z1,Z1, 20, Z2, @),
ol z = (z1,29) € C? et on les fonctions g et h sont suffisamment différentiables pour

étre écrites sous la forme

— — Gjkim () =k _l=m
g<21,21,22722,06> = Z ]'k"l' ‘ Z]fzéz2 +O(”Z||4)
2<j+k+I+m<3
o) = 3 D i o)),
1y <1y %2y <2, ]'k'l'm 2%2

2<j+k+I1+m<3
ou les Gjgim €t les hjpm, sont différentiables en o pour ||| suffisamment petit. De
pl’U,S, ?1 = ;1 et ?2 = EQ.
Démonstration:
Puisque f(zg, ) = 0 et, par hypothese,
det D, f(zo, a0) = wi () wa(a)? # 0,

42



CHAPITRE 6. DEMONSTRATIONS ET CALCULS 43

alors, d’apres le théoreme de la fonction implicite, il existe, pour ||a—ap|| suffisamment
petit, une fonction unique X («) telle que X (ap) = zg et f(X(a), @) = 0. On peut donc

définir localement le changement de variable (dépendant de «) inversible suivant :
y=1x— X(a),
ce qui nous donne, en développant f en série de Taylor au point z = X («) :
g = i
= f(X(a),a)+ D.f(X(a),a) - (z - X(a)) + Oz — X(a)[I*)
dy
- O 2
7(0,0) 5 -+ Oyl
(0,a)

f y & y+F(y7a) (42)
Ala)

Dy
Dy

0
0
Puisque les valeurs propres de A(«a) sont distinctes, alors il existe des vecteurs propres
q12(a) € C* tels que

Ala)gi(a) = Mi(a)gi(a)

et des vecteurs propres p; o(a) € C* tels que

AT(@)pi(Q) = Xi(a)%'(@)-

Notez que

Nilpjlai) = (p;|Niai) = (pilAgi) = (ATpjlas) = A {pslas) (43)
et que

Ni{Pila) = (\ijlai) = (ATBjla) = (pilAai) = Xi(B5la0), (44)
ol

1
(pjlai) = Z Pi 4,
k=1

est le produit scalaire habituel dans C*. Puisque w; () # wa (), alors (43) implique
que

(p2lq1) = (p1la2) = (@2lp1) = (@1lp2) =0
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et (44) implique que

(pjlai) = (pila;) = @lps) = {(@lp;) = 0.

Pour ||«|| suffisamment petit, les valeurs propres de A sont distinctes. Ainsi, les vec-

teurs propres qi, q2, G

changement de base

Immeédiatement, on en

et g, sont linéairement indépendants et on peut effectuer le

Y = z21q1 + 22Q2 + 23G9 + 244;.

déduit que {(q1|p1) # 0 car il existe des constantes 7y, k =

1,2, 3,4 telles que p1 = 1q1 + Y292 + V3G + Y4q;, d’ou

71(91|P1>

Le méme raisonnement

les calculs suivants :

21 =

= n{alp) +0+0+0

= v{@lp1) +72(qlp1) + 13(Glp1) + V4(G[p1)

= (Mm@ + %29 + 730 + V4G |p1)
= <P1|p1>
£ 0.

s’applique a (ga|ps). Cette condition nous permet d’effectuer

121 + 029 4+ 023 + 0z4
(q1]p1) B (q2]p1) (@a|p1) B (@]p1)

+z

Halp) ~ Halp)  “Halp) " Halpy)
(z21q1]p1) + (2202|p1) + (23%2|P1) + (247 [p1)
<Q1|p1>
(2101 + 22q2 + 2305 + 24G, |P1)
(@1]p1)

(ylp1)
<C]1 |p1>
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et

zg = 0214029+ 023+ 124
_ (i) . (p1]ds) 3<p1\qz) L {p1lqr)
(p1lq1) (p1lqr) (p1lar) (p1lqr)

(P117101) + (P11Z2s) + (P1]Z3¢2) + (P1]Zaqn)

+z

<p1’Q1>
_ (P1|7)
(p1lar)
_ (p1ly) car y € R4

—~

pl“]l)
.

I
w

En d’autres mots, le changement de base équivaut a effectuer le changement de va-

riables
. <y|P1(04>
= @)y < ©
(y[p2(a))
2 = @)y ¢ ©

y = 21q1(q) + 713, (@) + 22q2() + Zagy(a) € R™.
Ce changement de variables transforme le systéme (42), exprimé en coordonnées

cartésiennes, au systeme suivant, en coordonnées complexes :

L =
(@1]p1)
(Ay + F(y,o)|p1)
<Q1 ]p1>
(A(z1q1 + Z1Q) + 2242 + Z2G) |p1)
<Q1 |p1>
n (F'(21q1 + 211 + 2202 + 2205, @) |p1)
<CI1 |p1>
(¢1]p1) Xz (@lp1) Y
2y (q1lp1) (q1lp1)
+ g(21,%1, 22, 22, )

(q2lp1) v (Galp1)
(C_Il |p1>

= iz

= ()21 + g(21, %1, 22, Z2, @)

2':2 - )\Q(CY)ZQ+h<zla51722722aa)7
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olt les fonctions complexes g et h sont O(]|z]|*) et de classe C® en z, C' en «. 1l ne

reste plus qu’a vérifier que

—~

P1|?J>

zZ21 =
(p1]qn)
_ (p1|A(z1q1 +Z1Q; + 22¢2 + Z2))
(p1lar)
(p1|F (2191 + Z1G + 2202 + %20, @)
(p1]q1)
= )‘1 (O{)El + §<Z1, 21, 22, Z2, O_/)
= Z.
Nous avons donc exactement le systeme (4). O

Lemme 2 (Forme normale). Il existe un changement de coordonnées localement

inversible qui transforme le systéme (4) en la forme normale

W = M(@)wy + Gorro(o)wiws
+ G2100<C¥)w%w1 + Glon(()é)wlwgwg + (9(”1[)”4)
Wy = Mo(@)wy + Hogoola)w?

+ Hlno(a)wlmlwg + Hoogl(a)wgmg + (’)(||w||4)

En omettant la dépendance de o pour alléger la notation, les coefficients Gjxim €t
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Hjpim sont donnés par les formules

Goiio = 9goio

H2000 = h2000

9200091100 91100 (?1100 + 92000) g1010h1100
Ga00 = 92100 — 2 - = -
A A1 A2

9100111100 9020090200 9010110200

)\2 (2X1 — )\1) Xl — )\1 + Xz

9200090011 9110090011 91010(91001 + hoon)

)\1 Xl )\2

_ 91001(91010 + Eoou) 90020h1001 9000250101

Ao 20 — A 2Xs — N\
__goi019o101 goo11(h1o10 + Po110)
A — AL+ Ao X2 — AL+ Ao
hi1o10(ho110 + g1100) B ho110(P1010 + G1100)

Gion = Gon —2

Hiio = hano " Y
B 2h002oh1100 B homiﬁnoo B 2h0_200§0101
A2 A2 20 — X2

h1oo1h1001 hotothoto1 h1100(91010 + G1001)

S VI VAN v VS VI v VS VI

a1 A h101090011 h0110§0011 hOOll(hOOII + hOO?O)
0021 — 0021 — - -

)\1 Xl Xg
B 2h0020h0011 _ 9 hooo2hooo2 B h0101 90002 B h1001 90020
A2 (2A2—X2) A — X+ A A=A+ A
Démonstration:

Afin de déterminer quels seront les coefficients dits résonants dans la forme normale

du systeme (4), considérons I’équation suivante pour Z; :
Z = )‘1(&)21 + Ul(zhzla 29, Z2, O./) + ‘/1<21a 21, 22, Z2, O_/) + O(||Z||n+1) (45)

ou U représente les termes d’ordre 2,3,...,n — 1 de I"équation (4) tandis que V;

représente les termes d’ordre n, ot n est un entier supérieur ou égal a 2.
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Effectuons le changement de variable localement inversible

21 = wy + Wi(wy, Wy, we, Wa, o) (46)

zy = wy+ Wa(wy, Wy, ws, Wa, ) (47)

ou Wy et W5 ne contiennent que des termes d’ordre n en z. En choisissant soigneuse-
ment les coefficients de W, et de W5, nous tenterons d’éliminer les termes d’ordre n

dans 'équation (45).
En substituant (46) et (47) dans (45), on obtient

Wy + Wy = M (wy + W) + Up(wy + Wi, .. ) + Vil ) + O(Jw|™h).  (48)
Notez que

Uy(wy + Wy, w, + W, ...) = Up(wy, Wy, wa, Wy, @) + O(|Jw||" )
et que

Vi(wy + Wi,y + W, ...) = Vi(wy, W, wy, Wa, @) + O(|Jw]|™ ).

Ainsi, (48) devient

Wy = Mwy + Uy + MWy — Wi+ Vi + O(|Jw]™™). (49)
Or,
W, = g_z/llwl + g‘gjm + gz/;lwg + ggﬁz
et
i = S+ Oful)

_ ngV Mz + Uy + Vi + O([lw]™) + O([[w]™))

- gfuvjulzlw(nwn?)

_ )\gz/ (w1 + 1) + O([[w|™+)

= M o

8w1
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d’ou on obtient

oW oW oW, oW
Ly + X 1@14—)\2 Wy + Ag 1w2+0(”w‘|n+1)-

Wl:klawl ow W, ow

Remarquez que Wj ne contient que des termes d’ordre supérieur ou égal a n. En

substituant cette derniere équation dans (49), on obtient
u')1 = )\111)1 + U1 + Zl + O(H’UJH“JFI), (50)

ou

oW oW oW, oW,
ZI=A1W1—<A1 : )y “w 1—)+v1

+A + A + A
8w1 w ! 8w1 2 8 2 2 8 Wo
Les changements de variables (46) et (47) n’ont donc pas modifié les termes d’ordre
inférieur & n. Afin de simplifier ’équation (50) au maximum, on aimerait que Z; soit

nul. Puisque

_ _ U'klm(Oé) ik 1—
Vi(wy, Wy, we, Wy, ) = E It wh
l( 1, W1, Wz, Wa, ) BT j'k'l'm' 11 *2%W2
j m=n
_ _ fljklm(a) ik
Wi (wy, Wy, Wy, We, ) = E T Ll wewy!
1( 1, W1, W2, W2, ) o j'k'l'm' 11 %2%2
J m=n

alors Z; sera nul si et seulement si
(M1 = A1j — Mk — Xl — Aom) Gjktm + Vjkim = 0

pour tout (j, k,l,m) tels que j+ k+ [+ m = n. L’inconnu étant gk, cette équation

possédera une solution si

(A(@) = A (@)f — A(@)k — Xa(a)l — Xo(a)m) #0

pour tout ||« suffisamment petit. Puisque A; o sont différentiables en « il suffit que

I’équation ci-haut soit vérifiée en o = 0. Plus précisément, on veut s’assurer que
iw (1 — 5+ k) 4+ dwa (=1 +m) #0.

Il faut donc éviter que
(1—j+k)+2(-1l+m)=0,
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qui possede comme solutions pour 2 < 5+ k + 1+ m < 3 les quadruplets
(0,1,1,0),(1,0,1,1),(2,1,0,0)
alors que si le rapport wy : wy est irrationnel, on ne trouve que
(1,0,1,1),(2,1,0,0)

comme solution. Finalement, mentionnons que pour la forme normale de la deuxieme

équation (celle pour ), il faut plutot résoudre I’équation
(—j+k)+2(1—1+m)=0.

Maintenant que nous avons justifié pourquoi certains termes de la série de Taylor
ne pouvaient pas étre éliminés, il reste a effectuer le changement de coordonnées
qui produira le systéeme d’équations (5). L’ordinateur est ici d'un grand secours, les
formules des coefficients de la forme normale devenant rapidement gigantesques. Avec
Maple, il suffit d’entrer les systéemes d’équations (4) et (5) en omettant la dépendance

de a et de définir le changement de variable

_ gjklm J=k l=m
W= At Y Eaa
2<j+k+l+m<3

. ,
W _ E jklm J=k l=m
2§j+k+l+m§3j' T

ol Jo110, 921005 G1011, N2000, 1110 €t hoo21 sont nuls. On remplace ensuite wy et wq par

Wi et Wy dans (4) et on calcule les termes d’ordre inférieur & 4 du développement en

série de Taylor de

. an . an; 8W1 . awl;
Ay = g — Do z1+ oz Z1 + py Z9 + 0 22
1 1 2 2

N J/
v~

W,
. oWy OWy.  OWy .  OWs.
A2 Wy — (8_2221+ 82221+ 8z222_|_ 82222>
1 1 2 2

W
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et on choisit les g et les h de facon a annuler les coefficients des termes de A; et de
Ay. Les coefficients Ggp, et Hjpm devront également étre choisis de facon & annuler

coefficients des termes 2]z724z5 de A; et As. O

Lemme 3 (Réduction a trois dimensions). Supposons que le changement de

paramétres P défini par

(a1, g, a3) = (1 (), pa(a), wa(a) — 2w (a))

possede un jacobien inversible en o = «g. Alors en effectuant un changement de
parametres et un changement de coordonnées, le systeme d’équations (5°) peut étre
transformé, en ignorant les termes d’ordre supérieur ou égal a 4 et le plan invariant
wy = 0, en le systeme (8), ot p > 0, u et v sont des variables réelles, ¢ est une
variable angulaire, ¥ est une fonction périodique de période 2w qui tend vers 0 pres
de lorigine. u = P(a) € R? est le nouveau paramétre. Les divers coefficients sont

donnés par les formules

Y(r) = ReGono(a)

6(p) = ImGoro(e)
e1(p) = ReGago(a)
e2(1) = Re Hapoo()
e3(n) = Im Hago(r)

O(n) = ReGin(a)

[(p) = ReHio(a)
A(p) = Im Hipo(a) — 2Im Gaioo(@)
T(n) = ReHg (@)

Q(p) = Im Hypoi(a) — 2Im Gho11 (@),

ou bien sir a =P~ (u).

Démonstration:
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On pose d’abord
wy = pe’
wy = ze¥%,
oup>0€Ret zeC. Ainsi (5') devient, en omettant la dépendance de a,
p+ipp = Mip+ Gonopz + Garop® + Gronp 2|
z + 222(10 = )\22 + H20007“2 + H1110p22 + H00212 |Z|2 .
On en déduit
/5 = p(/lq -+ Re G0110 Rez —Im Jo110 Im 2z + Re G2100,02 -+ Re G1011 ‘Z|2)
(,b = Wi+ Re GOIIO Imz + Im G0110 Rez +Im G2100p2 + Im G1011 |Z’2
Z = )\22 + H2000p2 + H1110p22 + Hooglz |Z|2 — 222(,0
Il suffit maintenant de poser z = u + v et u = P(a) pour obtenir le systeme (8). La
fonction ¥ est donnée par
U(p,u,v,0) = ImGorio(a)u + Re Gopro(a)v + Im Gaygo(a) p?
-+ Im Glon(&) (U2 + 'UQ).

Ainsi, lorsque (p, u,v) est pres de lorigine, V(p, u, v, ) est pres de 0. O]
Lemme 4 (Simplifications additionnelles). Supposons que v*(0) + §*(0) # 0.

Alors le systeme d’équations (8’) peut étre écrit sous la forme plus simple (9), ou les

nouveaux coefficients sont donnés par les formules

e1(n) = ReGapo(e)

ga(p) = Re(Gorro(a)Hagoo())

e3(n) = Im (Gorro(a) Hapoo())
o Re G1011(a)

Oln) = |Goro(e)]

I'(n) = ReHio()

A(p) = Tm Hyo(a) — 2Im Gaygo(ar)
~ Re Hypa1 ()

T = |Goro(e)]

Im H0021(Oé> —21Im G1011 (Oé)

) = |Gorio(a)]
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Démonstration:

Il suffit de poser le changement de variables

{m = () — 5(p)v
y = 0(uu+y(p)v,

ou z,y € R. O]

6.2 Calculs pour l’interaction point limite/Hopf

Lemme 5 (Etude de signe). Les coefficients

— (0% +5) +4dos sgn 51/2(5% + 1) !
7 (51)
et
40 — 3s sgn G+/2(B*+ 1)
; (52)
232
ot s = £1, 0 = +1 et f € R, sont positifs lorsque 0 = —1, s = —sgnf et || <
V11 +8V2.
Démonstration:

Afin que le numérateur du premier coefficient (51) puisse étre positif, on doit absolu-

ment avoir
s =0 sgnf.
L’'inégalité
—(B%+5)+4/2(62+1) >0, (53)

que 'on transforme en
32(6% + 1) > (3% +5)?

puis en

gt —2232 —7<0,
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est satisfaite pour § = 0. Puisque les racines de
(8% —22(6%) =7=0

sont données par 32 = 11 4+ 8v/2 et que 11 < 8y/2, alors, par continuité, la condition
(% < 11 4 8v/2 est nécessaire et suffisante pour que I'inégalité (53) soit satisfaite.

Finalement, afin que le deuxieme coefficient (52) soit positif, ¢’est-a-dire afin que

do — 30/2(32+1) >0,

on doit choisir 0 = —1 car 4 < 3v/2 donc 4 — 3,/2(3? + 1) est toujours négatif. [
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