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Résumé

Nous considérons un systeme d’équations différentielles & = f(z, o),
ouz € R, n > 4 est une fonction du temps et ot o € R? est un parameétre.
Nous supposons que ce systeme est tel qu'a o = ap, f possede un point
d’équilibre non-hyperbolique xo et que le jacobien de f évalué en (zo, o)
possede exactement deux paires de valeurs propres conjuguées strictement
imaginaires. Ces conditions caractérisent la bifurcation de Hopf-Hopf. Cer-
taines conditions de non-résonance devront étre imposées sur les valeurs
propres en (zo, o) afin de simplifier I’étude de la bifurcation.

Nous faisons d’abord une étude détaillée d’un systéme d’amplitudes
dans le plan. Nous démontrons ensuite, en plusieurs étapes, qu’'un systéme
d’équations en coordonnées complexes satisfaisant certaines conditions de
non-dégénérescence et de différentiabilité peut étre transformé en coor-
données polaires en un systéeme dont la forme tronquée est exactement le
systeme étudié en début d’article. Finalement, nous concluons avec le cas
général, en coordonnées cartésiennes.

1 Un systeme d’amplitudes

Considérons le systeme d’équations & = F(&, 1) défini par

{ 5:1 = &i(w —& —0&) (1)
& = &(u2—& —0&),

ot £ = (£1,&) €R2, & >0, & > 0 et ot = (ug, p2) € R? est un parametre.
0 =0(u) et § = d(u) dépendent de p de fagon différentiable, sont non nuls et
tels que 06 # 1 pour ||u| suffisamment petit.

*Corrections mineures en mars 1999



1.1 Points d’équilibre

Le systeéme (1) posséde au moins un point d’équilibre, soit £, = (0,0). Le jaco-
bien de F' a l'origine est donné par

0
Dgﬁxo,u)zz( ﬁ; s ).

Les valeurs propres sont donc p; et uo. Ainsi, la stabilité du point d’équilibre
a 'origine est entierement déterminée par les signes de pq et ps. Il y aura donc
bifurcation lors de la traversée des axes 1 = 0 et pugs = 0.

Lorsque p est positif, on a un deuxiéme point d’équilibre £4 = (u1,0). Le
jacobien de F' & ce point est

- )
N G A

Les deux valeurs propres sont donc —pu; et ps — dpp. Ainsi, une des valeurs
propres est toujours négative. La deuxieme change de signe lorsque po = du.
Il y a donc bifurcation sur la demi-droite A = {(u1, u2) | po = dp1, p1 > 0}.

De fagon similaire, g = (0, u2) est un point d’équilibre du systéme (1) lorsque
o > 0. La valeur propre —us est toujours négative tandis que la valeur propre
w1 — Buo change de signe lorsque le parametre p traverse la demi-droite B =

{(p1, p2) | p1 = Oz, p2 >0},

La résolution du systéme linéaire

{ 1 —& — 06 =0
p2 —& — 06 =0

nous permet de trouver un autre point d’équilibre, soit

- (9,u2 — M1 5#1 —M2>
o= .

d—1" 66-1

Ce point d’équilibre sera situé dans le premier quadrant si et seulement si Opo —
11, Op1 — po et 60 — 1 sont de méme signe. Le jacobien de F' au point £¢ est
donné par

. # //[/1 —_— 9/1/2 9(/’(‘1 - 9/'(‘2)
DgF(ngu’)_ 560 — 1 ( 5(/12—5141) U2_6M1 ’

dont la trace est
(1 — Opa) + (p2 — 0p1)

50—1 <0

et le déterminant est
(1 — Opa) (2 — dpr) 20
00 —1 '




Puisque les expressions Qo — 1, dpp — p2 et 66 — 1 sont de méme signe, alors
la trace est toujours strictement négative. Pour la méme raison, le signe du
déterminant sera ’opposé du signe de §0 — 1. Si le déterminant est négatif, alors
les valeurs propres, qui satisfont & 'équation A\? — tr(DeF)A + det(DeF) = 0,
doivent étre réelles et de signes opposés. Le point d’équilibre £¢ est dans ce
cas un col (hyperbolique). Si le déterminant est positif, alors la partie réelle
des deux valeurs propres sera négative, quel que soit le signe du discriminant
(tr(DeF))? — 4det(DeF).

Ceci complete 1’étude des points d’équilibres hyperboliques.

1.2 Orbites périodiques

Considérons la fonction g(§, 1) = i définie pour £ dans le premier quadrant.
Alors le produit des fonctions g et F' est donné par

(=& =08 pa— & — 06
(o)) = (=0 1em @20 )

d’ou

wwmw=g+§¢o

Ainsi, d’apres le critéere de Dulac, il n’y a pas d’orbites périodiques dans le
premier quadrant.

En effet, s’il y avait une orbite périodique I" entierement contenue dans le premier

quadrant, on aurait
// V(gF)dQ2 <0,
Q

ou  est la région délimitée par la courbe T, puisque V(gF) est strictement
négatif. Or, la courbe I" est tangente au champ de vecteurs F' en tout point, ce
qui implique que F - 77 = 0, ou 7 représente la normale (extérieure) a l'orbite
périodique. Ainsi,

/Fg(ﬁ . F)dl' = 0.

Cependant, le théoreme de la divergence (qui est une forme du théoréme de
Green) affirme que

0= /r:agﬁ' (gF)dl' = //QV(gF)dQ <0,

ce qui est une contradiction.

1.3 Diagrammes de phase

Notre étude des points d’équilibre et des orbites périodiques du systeme dyna-
mique (1) nous permet de conclure qu'il y a 15 différents diagrammes de phase
génériques pour ce systeme. Les voici :



— 1 < 0 et us < 0. Remarquez dans ce cas que le point d’équilibre £ ne peut
étre stable car si d60 — 1 < 0, alors Ous — 1 < 0 et Spup — pe < 0 impliquent
que pg2 < 60u2 < o1 < pg < 0, ce qui est une contradiction.
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— 1 >0, ug > 0 et €4, Ep stables. Dans ce cas, le point d’équilibre & doit
exister car sinon 06 — 1 < 0 implique que p1 < Qus < §0p1 < py, ce qui est

une contradiction.
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1.4 Diagrammes de bifurcation

Nous pouvons maintenant donner les divers diagrammes de phase du systeme

(1). Ces diagrammes dépendront des valeurs de 6(0) et de 6(0) de la fagon

suivante :

— La demi-droite A sera située dans le premier ou le deuxieme quadrant selon
le signe de 6.

— La demi-droite B sera située dans le premier ou le quatrieme quadrant selon
le signe de 6.

— La présence et la stabilité du point d’équilibre £ dépendent grandement du
signe de 06 — 1.

— Finalement, si § et 8 sont positifs, le signe de 6 — 1 influencera la position
relative des demi-droites A et B, dont les pentes sont respectivement J et 1/6.

Ces observations nous permettent de séparer le plan (4,6) en six régions dis-

tinctes :
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A chacune de ces régions correspond un diagramme de bifurcation® :
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LEn fait, seul le diagramme de bifurcation de la région V est nettement différent des autres.
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Notez que puisque 6(u) et 6(u) sont différentiables, 6(u) et d(u) ne changent
pas de région lorsque p est suffisamment pres de lorigine.

1.5 Diagrammes de phases a l'origine

Voir TAKENS [6].

1.6 Généralisation

Le lemme suivant nous permet de généraliser les résultats obtenus dans cette
section :

Lemme 1.1. Le systéme & = F(z,«) donné par

{5:1 = & — & — 0% +083) (2)
& = &pe—& — 06 + A&},

ot &, 0 et d satisfont aux conditions énoncées pour le systéme (1) et 0t © = O(p)
et A = A(p) sont différentiables, est localement topologiquement équivalent par
fibres au systéme (1).

Démonstration:

Afin de démontrer 1’équivalence topologique, nous devrions construire un
homéomorphisme des solutions de (2) vers les solutions de (1). Cependant, nous
ne démontrons que ’essentiel, c’est-a-dire que les diagrammes de bifurcations
de (2) sont plus ou moins les mémes que ceux de (1).

Comme précédemment, il y a un point d’équilibre &, a 'origine, dont la stabilité

est donnée par les signes de ji; et jp. Le point £4 = (111,0) est également un
point d’équilibre si u; > 0. Le jacobien de F' & ce point est

- _( —0p1
DﬁF(gAJJ')_( 0 M2_5,U*1+A,UI% )



Les valeurs propres étant —u; et pg —du; +Au?, la stabilité du point d’équilibre

change sur la courbe A = {(u1,p2) | g2 = dp1 — Ap?, w1 > 0}. De fagon
similaire, £5 = (0, p2) est un point d’équilibre de (2) lorsque po > 0. Le jacobien
DEF(fB,u) posséde les valeurs propres —us et 1 — Ouo + Ou3. La premiere
est toujours négative tandis que la deuxieme change de signe sur la courbe

B = {(mm,p2) | 1 = Opz — Opi3, p2 > 0}.

Considérons maintenant I'application X : R? x R? — R? définie par

X(&p) = (1 — & — 0% + O, po — & — 6& + AET) .

Les ¢ tels que X (&, u) = 0 sont des points d’équilibres de (2). On calcule aisément
que X(0,0) = 0 et que det D¢X(0,0) = 1 — 46, non nul par hypothese. Ainsi,
d’aprés le théoreme de la fonction implicite, il existe pour ||u|| suffisamment
petit une fonction unique £~ (u) telle que £5(0) = 0 et telle que X ({4(p), 1) = 0.
Ecrivons chacune des deux composantes de £ & () sous forme de série de Taylor :

o0
o, = D aipid

2,7=0

e, = sz‘j#’iué'

4,j=0
Puisque £(0) = 0, alors on doit avoir agy = bop = 0. L’équation X ({4 (), p) =
0 devient le systeme de deux équations suivant :
2

o0 oo o0
0 = - Z aijipy | —0 Z bijpipy | +© Z byj 11 11
=1 =1 ii=1

oo o o0
pr— | D biphpd | =6 [ D aptud | A aguisd |
itj=1 itj=1 itj=1

o
I

qu’on écrit sous la forme

p1 (1 —agg — Obio) + pa(—aor — Obio) + O(||1]|?)
pa(1 — by — daro) + p1(=bo1 — daro) + O(||u]|?)

Comme ces équations doivent étre vérifiées Yy pres de origine, il faut en annuler
tous les coefficients. Pour ce faire, il suffit de résoudre

1 = aip+0byo
0 = —bio—dao

et
1 = bio+da
0

= —aig — Obio.



On obtient
- 0 b0 o -l
Mo=Sp 1 T sgo1 0T g1 MM T sp— 1

Ainsi, le point d’équilibre {5~ est situé a

(O 2y Op1 — 2 >
o = (224 o), e =22+ o))

Lorsque || || est suffisamment petit, ce point d’équilibre est situé dans le premier

quadrant si (et seulement si) Oug — 11, Spy — p2 et 660 — 1 sont de méme signe.
Le jacobien de F' au point £~ est donné par

n 1 pa —Opz (1 — Ope) 2
DeF(€ap) = ——
eFlom) =555 ( 6z — o) pn—om ) T OURID)

dont la trace est
(1 — Opz) + (p2 — op1)
00 —1

+O(|ull?)
et le déterminant est

(11 — o) (p2 — 6pu1) 2
— @ .
22 O o))
Comme précédemment, la trace est toujours négative et le signe du déterminant
est 'opposé du signe de 66 — 1.

Le systeéme (2) possede donc les mémes points d’équilibre que le systeme (1).
Ces points d’équilibre sont soumis a des bifurcations sur des courbes simi-
laires aux courbes de bifurcations du systéme (1). De plus, on peut montrer
aisément, en utilisant la méme technique que précédemment, que le systeme (2)
ne possede pas de cycles invariants. Dans ce cas, les diagrammes de bifurcations
du systeéme (2) “ressemblent” suffisamment & ceux du systéme (1) pour qu’il y
ait équivalence topologique. O

2 Un autre systeme d’amplitudes

Nous allons maintenant étudier un systeme d’amplitudes tres similaire au
systéme (2). La dynamique de ce systéme sera cependant un peu plus complexe.
Soit le systéeme d’équations £ = F(&, u) défini par

{5:1 = &(u+& — 0%+ 083) (3)
L = &lpe — &+ 08 + AL,

ot £ = (&,&) € R%, & > 0, & > 0et ot p = (pg,p2) € R? est un
parametre. § = O(u), 6 = o(n), © = O(p) et A = A(u) dépendent de
de fagon différentiable et sont tels que 4,0 # 0, 6,60 # 1, et 66 # 1 pour
||| suffisamment petit. Si 6 > 1, nous imposerons également la condition
00 —1)A+6(6 —1)© #£0.

10



2.1 Points d’équilibres

On vérifie aisément que

o = (0,0)
gA = ( K1, )7 p < 0
g = (0,p2), p2>0

sont des points d’équilibres de (3). Les jacobiens de F' évalués en ces points sont

D¢ F(&o, ) ( Fi Mz)

Opr
DeF(€a, 1) ( 0 2—5M1+AM%>
—Ops+0Op3 0
DeF(Ep, ) = ( ' 552 = —Mz)'

Ainsi, il y a bifurcation sur les axes p; = 0 et us = 0 et bifurcation sur les
courbes

A = {(p,p2) | p2 =0 — Apf, p <0}
B = {(p1,p2) | p1=0ps — O3, ps >0}

Un quatrieme point d’équilibre, ¢, est créé (ou détruit) par une bifurcation
transcritique au point £4 ou {p. En utilisant la méme technique que dans la
démonstration du lemme 1.1, on trouve

o Oua— 9y Op1 — 2 2
o = (-2 =+ o). =22+ ollP)) .

Le jacobien de F' a ce point est donné par
1 p1 — o —0(p1 — Opz) > 2
DeF(éc,p) = —— +0 ,
creen) =77 (i Ui ()
dont la trace est

(1 — Opz) + (p2 — dp1) 2
501 + Ol

et le déterminant est

(1 — Bp2)(p2 — o)
00 —1

Cette fois, le déterminant est de méme signe que d6 — 1 car les expressions

— Ouso et po — dpy au numérateur sont de signe contraire. Alors que dans le
systeme (2) la trace de Dgﬁ (€a, 1) était toujours négative, elle peut maintenant
devenir positive. En effet, elle vaut zéro sur la courbe

€ = () |z = = (5= ) + O

+O(|[ull)-

11



Cette courbe est tangente a un des axes u; = 0si § = 1 ou si § = 1. Afin
de faciliter I’analyse qui suit, nous supposons que ce n’est pas le cas. Lorsque
la trace est nulle et que le déterminant est positif, il y a bifurcation de Hopf.
Ainsi, si 60 > 1, un cycle apparaitra autour du point d’équilibre £¢ lorsque le
parametre u traversera la courbe C.

2.2 Orbites périodiques

Vérifions d’abord si la bifurcation de Hopf est dégénérée, ce qui sera le cas si le
premier coefficient de Lyapunov est nul.

Lemme 2.1. Le signe du premier coefficient de Lyapunov au point d’équilibre
&c est donné, pour ||p|| suffisamment petit, par

sgn ((15[9(9 DA +6(5 — 1)@]). (4)

Avant de passer a la démonstration, notons que cette expression est légerement
différente de celle donnée par KUzNETSOV [5] :

sen (g_i[e(e DA 455 — 1)@]) .

Les deux formules sont contradictoires lorsque les deux constantes § et 6
sont supérieures a 1. Le lecteur est donc avisé de suivre avec attention la
démonstration afin de déceler 'erreur que je n’ai pu identifier.

Démonstration:
Effectuons d’abord une translation du point d’équilibre £~ pour le placer a
Porigine :

m = & —&a

n2 = & —E&c,-

A partir du systeéme (3), on calcule

o= & (m+& — 0% +08)
(m + &) [+ (m +€e,) —0(n2 + £c,) + O (2 + £6,)?]
= (m+&c) [+ &, —0éc, + OLL,]
0
+ (m +&0,) [m + (26,0 — 0)na + O3]
= &oym + (208, éc, — 08, )ne
+ 07 + (260,0 — 0)mne + Oc, 13 + Omnj

N2 = (2Ac,¢cy + 68c,)m — Ecunp
+ Aloynt + (260, A+ 8)mma — 15 + At

12



Le jacobien de ce nouveau systeme, disons a , au point d’équilibre n = 0 est
donné par

- . éey 20¢c,éc, — O¢c,
Dy (0, 1) = < TN e, > :

Sur la courbe C, la trace est nulle : £, — &, = 0. En d’autres mots, le point
d’équilibre £ du systeme (3) subit une bifurcation de Hopf lorsqu’il traverse la
droite &1 = &. Afin d’alléger la notation pour les calculs qui vont suivre, posons

= &o
= 20¢2 - 6e
= 2A&% + ¢

N )

Ainsi, le jacobien de Fa Porigine devient, sur la courbe critique C,

(i)

Remarquez que puisque £¢ est situé dans le premier quadrant, on a & > 0, ce qui
implique, puisque le déterminant de (6) est positif, que 3, v et A sont également
non nuls.

-2 oo

I1 faut maintenant effectuer un changement de base de fagon a transformer (6)
en sa forme canonique réelle de Jordan. Puisque les valeurs propres de (6) sont
+iA, on doit résoudre

(2a) (5 2)=( ) w)

Pour ce faire, fixons d = —1 et utilisons la méthode d’élimination de Gauss-
Jordan :

€ v A O 1 0 —e/A|—9/A

6 — 0| A - 0 0 0 0

-A 0 e ~xw 0 0 0 0

0 —A (| —¢ 0 1 —B/A| /A
Ainsi, ¢ est arbitraire; on le choisit nul. Afin de simplifier les expressions pour
a et b, on choisira d = A. Dans ce cas, a =y et b = —&. Ainsi,

v —€ e B\ _(0 —=A v —€
0 A v — J LA O 0 A /-
Posons donc le changement de variables

G = ym—en
Cz = A7727

13



dont I'inverse est donné par

{771 = A{LA(AQ +€C2)'
2 = 3xN2

Le systeme d’équations (5) devient
o= yin —eip
_ 2 B 2 2
= |+ Bt + _mnz+ Oeny + Omup

—e [vm —enp + Aeng + lmnz —n3+ AT}fnz]
Ag? —ev? — A2 + ye2 — 2A&?
= —AQG+ < 7 ) G+ ( T J ) C1¢2

Aev?
Oey? — yA% — At —Ae Ov2 — 2A¢e?
+< A22 ><22+<72A>C12C2+(7A Gé
e(Ov% — Ac?)
i ( YA G

AAe 2 1 2A&83
AG + ( 3 72) G+ (“) §18
y gy

A A Ag?
+( 5)@ ( )<1<2+2( )@@ (@)G’

On utilise maintenant 1’ordinateur et la formule suivante pour calculer le premier
coefficient de Lyapunov, 7 :

1 02(, 026y 02(, 026y 0%, 9%
(_ GO | 0% 0% | 0% 0%

G2

L=

16A \ O¢2 9¢2 T 03 03 T 0} 91

%G PG PG Pl 097G G
CiCa 0¢F  OCF 0Gi1C  9G1¢2 OC
1 (8%1 " 93¢, n Ale) 33@)'

+

Y6\ oG Taae T g T g

On obtient :

e —A*A — 262AA? + YAe? — Ae* + O3 — 420 4 AcyA?
g ’YSA4 . (7)

I =

Maintenant, souvenons-nous que sur la courbe de bifurcation C,

€= 501 502 (/ul)

Négligeons les termes d’ordre O(u?) et remplacons €, 3, v et A dans (7) par leur
valeur en fonction de p;. On obtient alors une expression monstrueuse pour le

14



premier coefficient de Lyapunov. Heureusement, nous ne nous intéressons qu’au
signe de [; dans un voisinage de p = 0. On peut donc développer en série de
Taylor ce coefficient (apres Pavoir multiplié par p?) et ne calculer que le signe du
terme d’ordre inférieur de la série. Cette approche justifie pourquoi on pouvait
négliger les termes d’ordre supérieur de . En effectuant ce calcul, on trouve

2 = L O oy 1A+ 55— 1)0] + O(n)
P = 5560 — 1)2 K,
dont le signe est donné par (4) lorsque || est suffisamment petit. O

Puisque le premier coefficient de Lyapunov est non nul si §, 6, A et © satisfont
a certaines conditions de non dégénérescence, alors une seule orbite périodique
sera créée par la bifurcation de Hopf. En fait, c’est la seule :

Lemme 2.2. Le systéme d’équations (3) posséde au mazimum une orbite
périodique. Cette orbite est celle issue de la bifurcation de Hopf se produisant
au point d’équilibre &

La démonstration de ce lemme est fort complexe. ZOLADEK [8] en a donné la
premiére preuve. Une preuve plus simple et détaillée est donnée dans [1].

Nous terminons cette section en énongant les deux lemmes suivants, que nous
ne démontrons pas. Le premier peut étre démontré en résolvant un long exercice
dans [5].

Lemme 2.3. Dans le cas ou 00 > 1, 6 < 0 et 8 < 0, lorbite périodique est
détruite par une bifurcation homoclinique qui se produit entre les cols 4 et p.
La courbe dans l’espace des paramétres sur laquelle se produit cette bifurcation
est donnée par

= Lo 1 = g~ Gt o |

Lemme 2.4. Si 60 > 1,6 > 0 et 0 > 0, alors il existe une courbe J dans
lespace des parameétres sur laquelle ['orbite périodique créée par la bifurcation
de Hopf “explose”, c’est-a-dire que [’orbite devient suffisamment grande pour
déborder du voisinage local étudié, et ce quel que soit le voisinage étudié.

Remarquez que la courbe J dépend du voisinage considéré.

2.3 Diagrammes de bifurcations I

L’espace des parametres peut étre séparé en huit régions distinctes :

15



Les régions ombrées sont celles ou une orbite périodique est possible. Com-
mencons par les diagrammes de bifurcation des régions ou il ne peut y avoir
d’orbites périodiques? :

v
v

CA Ky CA Hy

2Notez que nous représentons les courbes A, B et C' comme des droites alors qu’en réalité
ce ne sont pas des droites. Cependant, puisque nous ne nous intéressons qu’a ||u|| suffisamment
petit, ce manque de rigueur est partiellement justifié.

16
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Les huit diagrammes de phase possibles pour ces régions sont :

e A &) i
'

v

g ) &

e @ &) 2

v
v

& &
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3 i el 3

v
L

et ® el H

. (‘;1; il

En fait, les régions traversées par les lignes pointillées se subdivisent en deux
parties dont les diagrammes de bifurcations ne sont pas topologiquement
équivalents. Cependant, la différence n’est visible qu’a p = 0 (cf TAKENS [6]).

2.4 Diagrammes de bifurcations II

Examinons maintenant la région V. Dans cette région, § < 0 et § < 0 impliquent
que les courbes A et B sont situées dans le quatrieme quadrant. Leur position
relative est 'opposé de la région IIT car 66 > 1 implique que § < 1/6. En d’autres
mots, la pente de A a l'origine est plus prononcée que celle de B. Remarquez
également que la courbe C' est située entre ces deux dernieres car

6—1

50>1=380-1)>1-5=5<-7—

et
1 1-06 6—1 1

18



Donc la pente (a Porigine) de C' est entre celle de A et de B :

5 < 6—1 < 1
6—-1 6
Il y a néanmoins deux diagrammes de bifurcation possibles, selon le signe du
premier coefficient de Lyapunov. Le diagramme V illustre le cas I; < 0 tandis
que le diagramme V’ est celui qui prévaut dans le cas [; > 0.

1%

»

YA“2‘
co R\

A 4

L Hy

Voici six nouveaux diagrammes de phase, dont deux représentent la bifurcation
homoclinique sur la courbe Y :

el \\ R el \\"’E‘l
\\ \\
=i

v

&
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2.5 Diagrammes de bifurcation III

Considérons maintenant les régions VI, VII et VIII. A chacune des régions cor-
respondent deux diagrammes de bifurcations, un si {; <Oetunsily > 0:

VI

w4 B
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VII VIT'
uz A B I_,[QA B

v

N u, N 0,

Il y a 9 nouveaux diagrammes de phase ne contenant pas d’orbites périodiques :

e A

v

&
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A
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A

&

A

&
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& g

Finalement, les six diagrammes de phases suivants contiennent chacun une or-
bite périodique issue de la bifurcation de Hopf du point d’équilibre &¢ :

A

& & w

' (@

v
v

&1 &,

=
lo |

&1 &

v
v
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3 En coordonnées polaires

Nous allons maintenant appliquer les résultats des deux sections précédentes au
systeme d’équations suivant, exprimé en coordonnées polaires dans R* :

r1o= i+ pu(p)ri + pia(p)rs + si(u)rs)

o = ra(pa + por(u)rs + paa(p)rs + so(p)rt) 8)
o1 = wi(p)

P2 = wap),

ot les fonctions réelles p;;, s; et w; > 0 dépendent du parametre p = (p1, po) €
R? de facon différentiable.

3.1 Etude du systeme d’amplitudes

Le lemme suivant justifie le travail effectué dans les deux premieres sections :
Lemme 3.1. Considérons le systéme d’amplitudes suivant, tiré du systéme (8) :
O 2 2 4
71 = ri(p +puri 4+ piars + s1r3) 9)

o = ro(pg + parri + paari + sort)

et supposons que pour ||u|| suffisamment petit, les fonctions différentiables p;; (1)
satisfassent aux conditions suivantes :

1. pii(p) # 0, pra(p) # 0, pai(p) # 0, paa(p) # 0,
2. det p(p) = p11(p)p2z(p) — pa1 (w)pr2(p) # 0.

Alors en effectuant un changement de variables et en reparamétrisant le temps,
le systéeme (9) peut étre écrit sous la forme du systéme (2) ou du systéme (3).

Démonstration:
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Effectuons d’abord le changement de variable
P1 ZT%, P2 =7“§~
Puisque p; = 2r171 et que py = 2137, le systeme (9) devient

1 = 2p1(p1 + prip1 + pi2p2 + s1p3)
P2 = 2pa(p2 + pa1p1 + pazp2 + s2p1).

Effectuons ensuite le changement de variables
& = (W1, & = [p22(p)|p2
et posons

_ pia(p) _ par(p) ~ osi(p) _s2(p)
? B P22(/l)7 o) = pn(u)’ o) = pzz(M)Q’ () p11(p)

3

Ce changement de variables est bien défini et inversible car les p;;(¢) sont non
nuls pour ||p|| suffisamment petit. De plus, notez que 6(p) # 0, que J(p) #
0 et que la condition detp(u) # 0 implique que 6(p)f(p) # 1. Finalement,
reparamétrisons le temps :

T =2t.

Ainsi,

_&ﬂ: 11

£ = =& <,u1 + 2

|P11|

D22
\Pzz |

& +6

2
dt dr 2 L+ ®€2>

et de fagon similaire

b=6 (ul + 226 4 60 g +Ag%) .
|p22| P11l

On doit considérer les quatre cas suivants :

— p11 < 0 et pag < 0. Dans ce cas, on a exactement le systeme (2), qui est
localement topologiquement équivalent au systéme (1).

— p11 > 0 et paa < 0. Cette fois, on a exactement le systéme d’équations (3).

— p11 < 0 et pag > 0. Dans ce cas, on pose p(u) = —p(u). Ainsi § et  demeurent
inchangés et on se retrouve avec le méme systeme d’équations que dans le
deuxiéme cas.

— p11 > 0 et pos > 0. Comme précédemment, on pose p(u) = —p(p) pour
obtenir le méme systeme d’équations que dans le premier cas.
Ce qui termine la preuve. O

3.2 Interprétation géométrique
Maintenant que nous connaissons la dynamique du systéeme d’amplitudes (9),

nous connaissons également la dynamique du systéme d’équations (8) dans les-
pace & quatre dimensions. En effet, en intégrant les équations pour ¢; et o,
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on déduit que les trajectoires tournent a vitesse constante dans le sens anti-
horaire dans les plans (r1,¢1) et (r2,p2). Ainsi, le point d’équilibre & Porigine
du systeme (9) demeure un point d’équilibre & l'origine pour le systéme (8). Un
point d’équilibre (r1,72) = (¢1,0) de (9) devient une trajectoire circulaire dans
lespace & quatre dimensions. Cette trajectoire est située dans le plan (r1,¢1).
Ainsi, la bifurcation du point d’équilibre & Porigine du systéme d’amplitude (9)
correspond & une bifurcation de Hopf pour le systeme (8).

Un point d’équilibre (r1,72) = (c1, ¢2) représente quant & lui un tore de dimen-
sion deux — S' x S! pour les topologistes. Attardons-nous un peu plus sur ce
cas. Le tore est formé du produit (au sens topologique) du cercle de rayon c;
dans le plan (r1, 1) avec le cercle de rayon ¢y dans le plan (ra, ps). Ce tore est
un ensemble invariant pour le flot décrit par le systeme d’équations (8). A ce
moment de la discussion, une question vient spontanément a l’esprit. Peut-on
voir ce tore? Autrement dit, existe-t-il un sous-espace de dimension trois conte-
nant le tore dans son entier, un peu comme un cercle dans ’espace doit reposer
sur un plan ? L’exemple suivant répond a cette question.

Exemple:

Supposons q’a i = g le systéme d’amplitudes (9) posséde un point d’équilibre
(r1,79) = (1,4) et que (w1 (o), wa(po)) = (v/2,1). Considérons la trajectoire

T (t) =1
T2 (t) = 4
pi(t) = V2t
pa(t) = ¢

x(t) cos(v/2t)
y(t) = sin(v2t)
z(t) = 4cos(t)
w(t) = 4sin(t).

Le vecteur tangent & la courbe f(t) = (z(t), y(¢), 2(t), w(t)) au point ty est donné
par f'(to), ou f'(t) = (a'(t),y'(t), 2 (t),w’(t)). Calculons les vecteurs tangents
en quatre points de la courbe, soit & t; = /27/4, Aty = 0, & t3 = v/27/2 et &
ts = —\/577/47 et vérifions s’ils sont linéairement indépendants en calculant le
rang de la matrice

f'(t1) V2 0 —4sin(v27/4) 4cos(v2r/4)
ft) | _ 0 V2 0 4

flts) | 0 —V2 —4sin(v21/2) 4cos(v2m/2)
f'(ta) V2 0 4sin(v2r/4)  4cos(v2r/4)

En additionnant la premiere rangée a la quatrieme et la deuxieme a la troisieme

26



on obtient

—V2 0 —4sin(v271/4)  4cos(v2m/4)
0 V2 0 4
0 0 —4sin(v27/2) 4+4cos(v21/2) |’
0 0 0 8 cos(v/2m/4)

ce qui nous donne 4 pour le rang de la matrice. Puisque nos quatre vecteurs
tangents sont linéairement indépendants, le tore n’est pas situé dans un sous
espace tridimensionnel de R*. Ainsi, nous devrons nous contenter de projeter le
tore dans un sous-espace tridimensionnel. O

Les bifurcations transcritiques des points d’équilibres sur les axes f;2 du
systeme d’amplitude (9) correspondent dans le systéme (8) a des bifurcations ou
une orbite circulaire se transforme soudainement en un tore invariant. Ces bifur-
cations se traduisent par une bifurcation de Neimark-Sacker pour I'application
de Poincaré associée a l’orbite périodique.

Finalement, le systéme d’amplitudes (9) peut contenir un cycle invariant. Dans
ce cas, le cycle du plan (r1,72) et les cercles des plans (71, p1) et (2, p2) générent
un tore de dimension 3 dans R*. Les bifurcations de Hopf de (9) correspondent
donc a la transformation d’un tore de dimension deux T? & un tore de dimension
trois T3.

Exemple:
Considérons une hypothétique solution du systeme 8 :

ri(t) = 34+ +5cos(t)
ra(t) = 24+ +/3sin(t)
pi(t) = 5

P2 (t) = \/?a

qui peut étre transformée en coordonnées cartésiennes (x(t), y(t), z(t), w(t)). Les
diagrammes suivants représentent respectivement la projection de la trajectoire
dans le sous-espace (x(t),y(t), z(t),0) et dans le sous-espace (0,y(t), z(t), w(t))
pour ¢ € [0,100] :
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Ce qui prouve qu’on peut faire de I’art en mathématiques! O

4 Termes d’ordre supérieur

Le systéme (8), que nous avons étudié dans la section précédente, est un cas
particulier du systeme plus général suivant :

1= 1 (g4 pr(p)ri + pe(p)rd + si(p)ry) + @1(r, @, 1)

o = 1o (p2 + P2 ()i + paa(p)rs + sa(p)ri) + Pa(r, @, 1) (10)
ripr = rwi(p) + Yi(r, o, u)
Topy = rowa(p) + Wa(r, @, 1),

ou les fonctions réelles p;;(u), s;(n) sont différentiables pour ||| suffisamment
petit, les fonctions réelles positives w;(u) sont également différentiables pour
|| || suffisamment petit et les fonctions ®; = O(||7||®) et ¥; sont périodiques (de
période 27) en ;.

[ ]

Une recherche plus approfondie sera nécessaire. KUZNETSOV [5] en donne les
grandes lignes. Il n’y a pas équivalence topologique entre les systémes (10) et
(8). Cependant, on peut montrer que les bifurcations de Hopf et de Neimark-
Sacker subsistent lorsqu’on ajoute des termes d’ordre supérieur. Par contre, le
flot sur le tore est différent dans les deux systémes. De plus, le tore n’existe que
pres de la bifurcation de Neimark-Sacker; il est rapidement détruit lorsqu’on
s’éloigne de la courbe de bifurcation.

5 En coordonnées complexes

Considérons maintenant le systéme d’équations suivant :

= M)z + 9(21,%1, 22,22, @) (11)
g = Xo(@)z2 + h(z1,71, 22, %2, @),

olt z = (21, 22) € C2, a € R? est un parametre, ou les A1,2 sont différentiables
en a et tels que A1 2(0) = dws 2(0), w1,2(0) > 0 et ou les fonctions g et h sont
suffisamment différentiables pour étre écrites sous la forme

_ _ Giktm () j_p i
9(21,21, 22,22, ) = Z %Z{Z%Qz?‘f‘(’)mz“(j)
2<jthiitmes I
_ _ Rikim (@) g 1—m 6
h(z1,71, 22, %2, ) = Z Sl F17172%2 + O([l2]1%),
2<j+k+1+m<5 J Rl

ot les gjkim et les hjpim, sont différentiables en o pour ||| suffisamment petit.
On supposera également que Z; = z; et que Zy = 2,.
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5.1 Forme normale de Poincaré-Birkhoff

Afin de déterminer quels seront les coefficients dits résonants dans la forme
normale du systéme (11), considérons I’équation suivante pour % :

21 = AM(a)z1 + Ur(21, 21, 22, 22, @) + Vi (21,71, 22, 22, @) + O(||z||" ) (12)

ou U; représente les termes d’ordre 2,3,...,n — 1 de '"équation (11) tandis que
V1 représente les termes d’ordre n, oll n est un entier supérieur ou égal a 2.

Effectuons le changement de variable localement inversible

7z = wi+ Wi(w, W1, ws, Wa, @) (13)

zo = wy+ Wa(wy, W, ws, Wa, ) (14)

ou Wi et Wy ne contiennent que des termes d’ordre n en z. En choisissant
soigneusement les coefficients de W; et de W, nous tenterons d’éliminer les
termes d’ordre n dans 1’équation (12).

En substituant (13) et (14) dans (12), on obtient
Wy + Wy = A (wy + W)+ Us(wy + Wi, ..) + Vi) + O(Jw]|™).  (15)
Notez que
Ur(wy + Wy, w1 + Wh,...) = Uy (wy, W1, wa, Wa, ) + O(|Jw]|" 1)
et que
Vi(wy + Wy, + W, ...) = Vi(wi, Wy, wa, Wa, a) + O(|Jw]| ™).

Ainsi, (15) devient

iy = Mwy + Uy + MWy — Wy + Vi + O(w]™ ). (16)
Or,
i an . 8W17 an . ani
Wi = 8101 wit 3@1 w1+ 811)2 w2 + 6@2 w2
et
8W1 . o 8W1 . n
Dw, Wy = B, (21 +O(llw|™))
oW,
= O e+ U4 Wi+ Ol ) + O ")
oW 2
= 67101()\121 + O([lwl*)
oW~
= Mgy (@ W)+ O(w] ")
o an n+1
= X\ a1 + O([Jw[["™)
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d’ou on obtient

. oW, oW oW, oW
Wy =X\——— T 1 b = llwl +Ap— T, 2t o %21@2 + O([|w||™ ).

Remarquez que Wi ne contient que des termes d’ordre supérieur ou égal a n.
En substituant cette derniere équation dans (16), on obtient

Wy = Mwy + Uy + Zy + O(||w|™ ), (17)
ol
oW IW- oli% — oW
i =MW1 — (M 111/1+>\1 1@14’)\2 1’LU2+)\2 71@ + Wi
Ow, ow, Ows 0w,

Les changements de variables (13) et (14) n’ont donc pas modifié les termes
d’ordre inférieur a n. Afin de simplifier I’équation (17) au maximum, on aimerait
que Zp soit nul. Puisque

— — Vikim | & i .
Vi(wi, W, we, W2, ) = E L()w{w’fwéw;"
o 1
J m=n
— — _ gjklm(a) j—k l—m
Wi(w, W1, we, W, ) = 4+k+§l+ ] TR
j m=n

alors Z; sera nul si et seulement si
(A1 = A1d — Ak — Aol — Xom)Gjkim + Vjkim = 0

pour tout (4, k,1,m) tels que j + k + 1+ m = n. L'inconnu étant §;xim, cette
équation possédera une solution si

(A1) = M(@)j = Ai(a)k = Aa(a)l = Aa(a)m) # 0

pour tout |lc|| suffisamment petit. Puisque A1 2 sont différentiables en «, il suffit
que I'équation ci-haut soit vérifiée en o = 0. Plus précisément, on veut s’assurer
que

1 = j—k
m = 1
pour j+k+1+m = n. En solutionnant ce systeme pour n = 2, 3,4, 5, on trouve
les quadruplets suivants :

Ainsi, il faut éviter que
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En examinant attentivement ’équation (18), on s’apercoit qu’il faut également
éviter que wi (@) et que wy(«) soient dans un rapport 1:1,1:2,1:3,2: 3,
1:4 oul:5. Lorsque wi(0) et wy(0) sont dans un de ces rapports, on dit qu’il
y a résonance dans la bifurcation de Hopf. Ces cas sont difficiles a étudier et
dépassent de loin le niveau de cet article. Toutes ces observations justifient le
lemme suivant :

Lemme 5.1 (Forme normale). Supposons que w1(0) et wa(0) ne soient pas
dans un rapport de 1:1,1:2,1:3,2:3,1:4 oul:5. Alors pour |a] petit,
le systéme (11) est localement topologiquement équivalent par fibres au systéme

w1 = M(a)wr + Gaigo(@)wiwy + Gior (a)wiwaws
+ G3200 (a)w?@% + Gglll(a)w%@fu&wg + G1022 (a)w%w%@%
+O([w]®)

Wy = Ae(a)ws + Hipio(a)wiWiws + Hopot (o) w3ws

+ Hss19 (a)w%@%wg + H1121(O¢)w1w1w%@2 + Hooz2 (a)w%@%

+ O(JJwl|).

(19)

En omettant la dépendance de o pour alléger la notation, les coefficients G jiim
d’ordre 3 sont donnés par :

Iel _ 1 9200091100 g1o10h1100
2100 = 592100 — A - /\2

2

_ 91100(2G1100 + 92000) 910011100
2\ A2

g h h
9020090200 _ _ 90110/%2000 go101/%0200 (20)

220 — A1) 200 — A FAe) 200 — AL+ he)

9200090011 g1010(g1001 + hoo11)

Gionn = gion N o
9110090011 _ 91001 (91010 + hoor1)
A1 A2
. goo20h1001 _ 9000250101 _ 9011090110
2X2 — Ny 2 0 — M1 AL — A1+ Ao
_ _9010190101_ _ oo (h1o10 + ho110) (21)
AL — A1+ A2 Ao — A1+ A2

Les coefficients H i sont donnés par des formules similaires a Gk ; il suffit
d’interchanger A1 et Ao et de remplacer les indices jklm par lmjk.

Démonstration:

Nous avons déja justifié pourquoi certains termes de la série de Taylor ne pou-
vaient étre annulés par un changement de coordonnées analytique. Les formules
données pour les coefficients résonants peuvent étre dérivées a 1’aide de 'ordi-
nateur. Avec Maple, il suffit d’entrer les systemes d’équations (11) et (19) en
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omettant la dépendance de a et de définir le changement de variable

_ Giklm __j_k _1-m
Wi = z1+ Z j!k!l!m!zlzleZ?
2<j+k+14+m<5

Rkt ;
_ JRim J=k _l=m
= z — 2721 %9k
W 2t D Tl 1717272
2<j+k+14+m<5

oll 2100, 10115 93200 G2111, G1022, h1110, hoo21, h2210, R1121 €t hgo32 sont nuls.
On remplace ensuite w; et we par Wy et Wa dans (11) et on calcule les termes
d’ordre inférieur a 6 du développement en série de Taylor de

) <5W1 . ow,. oWy . oWy - )
Ay = g — 2

at 35121—*— 0za 22+ 8522

Wy
8WQZ, +8W2é +3W22 +6W2§
! 071 ! 0z9 2 0% 2

AQ = ’Lb2—<

Wa

et on choisit les g et les h de facon a annuler les coefficients des termes de A; et
de Ay. Les coefficients G jpm et H jkim devront également étre choisis de fagon
& annuler coefficients des termes 2]2¥ 2427 de A et As. O

5.2 Simplifications additionnelles

En reparamétrisant le temps et en effectuant des changements de variables im-
pliquant les termes résonants, le systéme d’équations (19) peut étre légérement
simplifié :

Lemme 5.2. En supposant que Re G2100(0) # 0, que Re G1011(0) # 0, que
Re G1110(0) # 0 et que Re Gopa1(0) # 0, le systéme d’équations (19) est locale-
ment topologiquement équivalent par fibres au systéme

’[)1 = )\1(0&)’(}1 +P11(Oé)'01|’01|2 +P12(Ck)’01"02|2

+ iR (a)vr|v1|* 4+ Si(a)vr|val?

+O([[v]l°)

Aa(@)vg + Poy(a)va|v1]? + Pag(a)va|va|?
+ iRa(a)vo|va|* + S1(a)va|vy|?

+O(o])

(22)

U2

ot les fonctions complezxes P;j;, S; et les fonctions réelles R; sont différentiables
en « pour ||« suffisamment petit.

Démonstration:
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Reparamétrisons d’abord le temps en utilisant

dt
i 1+ eq(@)|w1|? + ea(@)|wa?,
-
ou les fonctions réelles e; () et ea() seront définies ultérieurement. Dans ce

nouveau temps, (19) devient

w1 = Mwi+ (Arer + Gaigo)wiwr + (Arez + Gio11)wi waln
+ (Ga100€1 + Ga200)wiW3
+ (Gro11€1 + Garooez + Ga111)wiw watws
+ (Gro11€2 + Groz2)wiw3ws
+ O([[w]|®)
Wy = Aows + (Aaer + Hiro)wiWiws + (Asea + Hooz1 ) wiws
+ (Hi110e1 + Hazio)wiwiwo
+ (Hoo21€1 + Hi110€2 + Hi121) w10 w3ws
+ (Hooz1€2 + Hoozz ) wiws
+ O([[w]|®).

(23)

Effectuons maintenant un changement de variables localement inversible et
dépendant (de fagon différentiable) de «. Posons

V1 = w1 —+ Kl(a)w1|w1\2 (24)
vy = wa+ Ka(a)wslwsl?,

ou les fonctions complexes K1 (a) et Ko(a) sont données par

G + Grourer + Gaiooez
(A1 + Ar)ez + Gronn + Gron

_ Huio1 + Hooz21e1 + Hiioez
(A2 + A2)er + Hirio + Hitio

K =

Ces fonctions sont différentiables en a pour |« suffisamment petit car les
dénominateurs de K7 (0) et de K5(0) sont donnés par 2ReG1911 et par 2Re H1110,
qui sont non nuls par hypotheése. L’inverse du changement de variables (24) se
calcule aisément. En effet,

wy = U1 — K1w1|w1|2
= U —Kl(vl —K1w1|w1|2)2(v1 —K1w1|w1|2)
= v — Kyoifoi]* + Kfviwi|wi* 4+ 2K¢ o1 [Pwr [y [* + O([|w]|®)
= o1 — Kifoi[? + (2KF + |[EKi[*)orJor [* + O([[v]|).

(25)

wy peut étre exprimé de fagon similaire en fonction de vs. Nous pouvons main-
tenant calculer vy :

. , d o
v = wi+ Kl Ew%wl
. Owiw, . ow?w, .
= w1+K1+( al ! 1 1111/1)
w1 8w1

(1 + 2K1|w1|2)u‘)1 + Klw%ﬁl.
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Idem pour vs. Il ne reste plus qu’a remplacer dans cette équation les formules
pour w (25) et pour w (23). On obtient alors le systéme suivant :

Wy = M(a)wy + Gargo(a)wdw + Gron (a)wwas
+ G'3200(@)W3W? + Gar11 (@) w3 was 4+ Gz (@) w?wiws
+ Ol A
Wy = o()wy + Hipio(e)wiwiwa + Hopz: (@) wiw,
+ H2210( )w1w1w2 + Hllgl(a)wlﬁlwgﬁg + 1:10032 (a)w%@%
+O(|[w]|®),
K (26)
ou les fonctions G jxim (o) sont définies par
Ga100 = Goioo + Arer + (A1 + M) K (27)
Gion = Gion + ez (28)
Gsa00 = G200 + Gar00e1 + K1(Mer 4+ Gaioo) — K1(Aer + Gaioo)
— M@K} + K1 ?) — 20 K3 (29)
G2100 = Goaioo + Grorier + Gaigoez
+ Ki(Ae2 + ez + Giotn + Gionn)
= 0
Giozz = Grozz + Gronez — (A\iea + Gionn )| Ko (30)

Les fonctions H ikim (00) sont définies de fagon similaire; il suffit d’interchanger
tous les indices pour les obtenir. Par exemple,

Hino = Hipio+ e (31)
Hooo1 = Hoo21 + Azea + (A2 + Xo) K. (32)
Remarquez que K et K3 avaient été judicieusement choisis de fagon a annuler

G2100 et H0021 Afin d’obtenir la forme du systeéme (22), il ne reste plus qu’a
s’assurer que Re Gggoo et que Re H0032 soient nuls.

Pour ce faire, considérons la fonction
F:R2xR? — R?
(e,a) + (Re Gza00(a), Re Hopzz(v)),

ou les fonctions égzoo et H()ogg, qui dépendent de e et de «, sont définies par
(29). En posant

eo = (€0, ,€0,) = _ReGi200(0) — Re Hoosz(0)
0 015 €02 Re G2100(0)”  Re Hpo21(0)

on remarque que

Fi(eg,0) = Re Gs200(0)
= Re G3200(0) + [Re G2100 (0)] €0,
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+ [Re K1(0)A1(0) — K1(0)A1(0)] eo,

+ [Re K1(0)G2100(0) — K1(0)G2100(0)]

— 2Re (M (0) + A1 (0)) K1(0)* — [K1(0)]*Re A1 (0)

[ReMi(0) =0=| = ReGisa0(0) + [Re Gaio0(0)] eo,

+ [~Im K7 (0) Im A; (0) 4+ Im K1 (0) Im A1 (0)] eq,

+ [~Im K1 (0) Im G2100(0) 4+ Im K1 (0) Im G2100(0)]
= Re G3200(0) + [Re Ga100(0)] e,

+ [Im K7 (0) Im A1(0) — Im K7 (0) Im A1 (0)] eq,

+ [Im K7 (0) Im G2100(0) — Im K1 (0) Im G2100(0)]
= Re G3200(0) + [Re G2100(0)] eo,

o~ o~

Re G'3200(0
= ReGs200(0) — Re G2100(0 )ReGmoogog
= 0.
De plus, on calcule
oF _ < G100 + (K1 + K1) AT >
9 | (co,0) 0 Hy + (KaAs + K2)) (€0,0)

_ <G2100 0 )
0 Hopo1 )7

d’olt on en déduit que le déterminant du jacobien de F' par rapport a e évalué au
point (ep,0) est non nul. D’apres le théoreme de la fonction implicite, il existe
donc une fonction différentiable unique e(«) telle que e(0) = eg et F(e(a), ) =0
pour ||a|| suffisamment petit. On peut donc choisir les fonctions e;(a) et ex(a)
de fagon a annuler les parties réelles des coefficients G200 et Hoozo.

Ainsi, en posant

Pyi(a) Ga100()
P12(Oé) = GlOll(Oé)
Py(e) = Hiola)
Py(a) = Hopar(e)

Si(a) = Giol(a)

Sa (a) = H2210(04)

Ri(a) = Im Gs00(c)

Ry(e) = Tm Hygsz(e),

le systeme d’équations (26) devient exactement le systeme (22). O

5.3 En coordonnées polaires

Afin d’étudier le systeme (22), transformons-le en coordonnées polaires.
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Lemme 5.3. Supposons que le jacobien D, (ReA(«)) évalué & o = 0 posséde un
déterminant # 0. Alors il existe des changements de variables et de paramétres
qui transforment le systéme (22) en le systéme (10) pour ||a| suffisamment
petit. Les coefficients de (10) évalués en p =0 sont donnés par

p11(0) = ReG2100(0) (33)
p12(0) = Re G1011(0) (34)
p21(0) = Re Hi110(0) (35)
pQQ(O) = Re H0021(O) (36)
Re H1121(0)
0) = ReG 0) +Re G 0) | m———————=
51(0) e G1022(0) + Re G1011(0) {ReHum(O)
_QRG H0032 (O) _ Re G3200(O) Re Hoogl(O) i (37)
Re Hpp21(0)  Re Ga100(0) Re Hi110(0) |
Re G2111(0)
0) = ReH 0)+Re H 0) | ———=
52(0) e H2210(0) + Re H1110(0) {ReGmn(O)
72Re G3200 (0) . Re H0032 (0) Re G2100(0) | (38)
Re G2100(0)  Re Hog21(0) Re G1011(0) |
De plus, les conditions imposées au lemme 5.2 impliquent que p;;(0) # 0.
Démonstration:
Effectuons d’abord le changement de variables
v, = rete
Ve = Toei¥?,
d’ou on tire
v = T.‘1€Z¢1 + ’i7‘1¢1€i¢1
€91 (Fy + ir1d). (39)
Or, d’apres (22),
v = AMv+ P11’Ul|’l)1|2 + P12U1|’U2|2 + iR1v1|v1|4 + Sl’U1|’U2|4 + O(HUHG)

e ()\17“1 + Piird 4 Piaryry +iRyr} + Siriry + G_WIO(”THG)) (40)

Ainsi, en égalant (39) et (40), et en posant p;; = Re P;; et s; = Re S;, on obtient

r1 (Re A1(a) + pi1(a)rf + pra(@)r3 + s1(a)ry) + O(|r]|°)

{r1¢1 = rIm A (a) 4+ O(||7]2). (41)

Les formules pour les coefficients p;; et s; se calculent & partir des formules (27),
(28) et (30).

Ecrivons maintenant Ay (o) = p1(a) + iwy (), oit p1(0) = 0 par hypothése.
Puisque det(Dp)(0) # 0 par hypothese, on peut exprimer localement p en fonc-
tion de . Ainsi on peut effectuer un changement de parametre pour transformer
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le systeme (41) en

b1 = 1 (m+pu(w)rt + pa(p)rs + s1(w)rs) + O(||r)|)
rigr = rwi(p) +O([r]?).
En effectuant le méme processus pour vy, on retrouve le systeme d’équations
(10). O

Les résultats obtenus dans les premieres sections s’appliquent donc au systeme
(11) si certaines conditions de non-dégénérescence sont satisfaites.

6 En coordonnées cartésiennes

Considérons maintenant le systeme général suivant :

= f(z,a), (42)

ol z € R* o € R? est un parametre, ou f est de classe C” en x et C! en «a et
ou le jacobien de f (par rapport & z) possede les valeurs propres

Ara(e) = p(a) +iw(a)
Aog(a) = po(a) +iws(a),

ou les fonctions réelles u; et les fonctions réelles positives w; sont différentiables
en a.

6.1 Cas général

Le lemme suivant nous permet d’appliquer les résultats de sections précédentes
au systéme général (42) :

Lemme 6.1. Si le systéme (42) posséde un point d’équilibre xo et que pour
une certaine valeur aq, les valeurs propres du jacobien de f soient purement
maginaires :

)\174(010) = iiwl(ao) w1 (Ozo) >0
)\273(010) = :tiWQ(()éo) WQ(CV()) > 0,

alors il est possible d’effectuer un changement de coordonnées et de paramétres
qui transforment le systéme (42) en le systéeme (11).

Démonstration:

On peut supposer sans perdre de généralité que oy = 0. Si ce n’est pas le cas, il
suffit de translater le parametre o en posant

o =a— .
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Ainsi, f(x0,0) = 0. De plus, par hypothése,
det D, f(20,0) = w1 (0)%wo(0)? # 0.

Ainsi, d’apres le théoréme de la fonction implicite, il existe, pour ||«|| suffisam-
ment petit, une unique fonction X () telle que X (0) = z et que f(X(a), @) = 0.
On peut donc définir localement le changement de variable (dépendant de «)
inversible suivant :
Yy=x— X(O{),
ce qui nous donne, en développant f en série de Taylor au point x = X («) :
jo= i
f(X(a),a) + Do f(X (@), @) - (z = X (@) + O(l|lz — X (a)|?)
dy
= D0,y o)
———

Ala)

Puisque les valeurs propres de A(«a) sont distinctes, alors il existe des vecteurs
propres g1 2(a) € C* tels que

Aa)gi(a) = Ai(a)gi(a)
et des vecteurs propres p; 2(a) € C? tels que

AT(Q)Pi(a) = Xi(a)pi(a)'

Notez que

Xi(py, qi) = (pj, Nigi) = (pj, Agi) = (ATpj @) = A (9, 40) (44)
et que

X (D7, @) = (\jDj. @) = (AT, @) = (ps, Aas) = Ny, @), (45)
ou

4
(pjqi) = Zpi,ﬁjk
k=1
est le produit scalaire habituel dans C*. Puisque wq(0) # wa(0), alors (44)
implique que
(P2, 1) = (p1,42) = {g2,p1) = (q1,p2) =0
et (45) implique que

(Dj» @) = (P, ;) = (@;»pj) = (@, P;) = 0.
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Pour ||| suffisamment petit, les valeurs propres de A sont distinctes. Ainsi,
les vecteurs propres qi, g2, G, et g; sont linéairement indépendants et on peut
effectuer le changement de base
Yy =z1q1 + 22q2 + 2342 + 24, -
Immédiatement, on en déduit que (g1,p1) # 0 car il existe des constantes g,
k=1,2,3,4 telles que p1 = 191 + Y292 + 73G> + 74G;, d’ou
y{q;p1) = 7{q,p1) +0+0+0

= 71{q1,p1) +v2(q2, p1) + 73(T2, P1) + 74(qy1, P1)

= (maq +72q92 +73G2 + 7471, 1)

= <p1ap1>

# 0.

Le méme raisonnement s’applique & (g2, p2). Cette condition nous permet d’ef-
fectuer les calculs suivants :

z1 = 1lz1+029+ 023+ 024
o {q1,p1) + 2 (q2,p1) 4 2 (@2, 1) t (q1,p1)
<(J1>p1> <Q1ap1> <Q17p1> <Q17p1>
(z1q1,p1) + (222, p1) + (23G9, P1) + (24Gy, P1)
(q1,p1)
(z1q1 + 2202 + 2305 + 2474, P1)
{(q1,p1)

<y7p1>
(q1,p1)

et

zg = 0214029 +023+ 124
2 <p1ﬂ11> Tz <P17QQ> + 23 <P17QQ> Tz <P1,(J1>
(p1,q1) (p1,q1) (P1,q1) (P1,q1)
(p1,Z1q1) + (p1,Z2G2) + (P1,Z300) + (P1,24Gy)
<p1,fh>

(P1,7)

<P17 Q1>
(p1,9)

(pl, Q1>

= 2Z21.

En d’autres mots, le changement de base équivaut a effectuer le changement de
variables

C lym(a)

4T @y <€
C lypa(a))

2 = @) € ©
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y = 21q1(a) + 7131 (@) + 22¢2(@) + Z2q, () € R

Ce changement de variables transforme le systéme (43), exprimé en coordonnées
cartésiennes, au systéme suivant, en coordonnées complexes :

(9, p1)
(q1,p1)
(Ay + F(y, o), p1)
(q1,p1)
(A(z1q1 +Z1q; + 22q2 + Z20), p1)
<Q17p1>
(F(21q1 + Z1q; + 222 + 2205, @), 1)

<Q17P1>

(q1,p1) +X1§1<q1,p1> +/\222<qz,p1> +X222<q2,p1>

(q1,p1) (q1,p1) (q1,p1) (q1,p1)
+g(2’17§1722,§2,a)

= M(a)z1 +g(21,%1, 22, %2, @)

2.2 - A2(04)22 +h(zla§17227§2aa)a

z21 =

+

= Mz

ot les fonctions complexes g et h sont O(||z||*) et de classe C° en z, C! en a. 11
ne reste plus qu’a vérifier que

= _ <p17y>
zZ1T = —2
<P17q1>
(p1, A(z1q1 + Z1Qy + 2202 + Z203))
<p17Q1>
(1, F(z1q1 + Z1q1 + 22q2 + 220y, @)
<P17Q1>

= X1(04)21 +§(Zl,21,2272270[)

+

= Z.
Nous avons donc exactement le systeme (11). O

Mentionnons que le cas général ot x € R" peut se réduire au cas n = 4 en
appliquant le théoreme de la variété du centre.

6.2 Conclusion

Terminons en rappelant toutes les conditions de non dégénérescence imposées
au fil des changements de variables, exprimées en fonction des valeurs propres
et des coefficients de la forme normale évalués au parametre critique a = ag

1. Les valeurs propres A\(ap) = iwi(ap) et A2(ag) = iws(g) ne sont pas
en résonance 1 : 1, 1:2,1:3,1:4,1:50u2: 3. Cette condition est
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requise pour la transformation (jusqu'a 'ordre 5) en forme normale de
Poincaré-Birkhoff.

2. Les coeflicients d’ordre 3 dans la forme normale ont leur partie réelle non
nulle : Re G2100 74— 0, Re G1011 # 0, Re H1110 # 0 et Re H0021 # 0. Ces
conditions sont requises pour simplifier au maximum la forme normale.

3. L’application de R? — R? définie par o — p(), ot p() est la partie réelle
des valeurs propres Ajo(a), posséde un jacobien inversible en o = .
Cette condition garantit l'existence locale d’une fonction inverse et est
requise pour effectuer le changement de parametre de « & p.

4. 60 # 1. Remarquez que cette condition est équivalente a

det Re G2100  Re Gion1
Re Hi110 Re Hogpo1

Sans cette condition, le point d’équilibre {¢ dans les systemes d’amplitudes
(1) et (3) n’existerait pas.

5. Si Re Ga100 et Re Hgper sont de signe contraire (en o = «p), alors
Re G2100 7é Re G1011 et Re H0021 7é Re HlllO- Ces conditions sont
nécessaires pour éviter que la courbe de bifurcation de Hopf pour le point
d’équilibre £c des systémes (1) et (3) ne soit pas confondue avec une des
courbes de bifurcation du point d’équilibre &, a l’origine.

6. Finalement, toujours si Re G219 et Re Hpg2: sont de signe contraire,
p21p22(p21 —p11)51 +p11p12(p12 —p22)52 # 0, ot les pij et les s; peuvent
étre exprimés en fonction des Gjrm et des Hjpmy & l'aide des formules
(33) a (38). Ces conditions permettent d’éviter la dégénérescence de la
bifurcation de Hopf au point - dans les systémes d’amplitudes (1) et (3).

Remarquez que les trois dernieres conditions s’appliquent aux systémes d’ampli-
tudes tirés de la forme tronquée (8) du systeme (10), et que ces deux systémes
ne sont pas localement topologiquement équivalents.

C’est ainsi que se termine notre étude de la bifurcation de Hopf-Hopf sans
résonance.
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La méthodologie et la notation de cet article sont fortement inspirées de
KUZNETSOV [5], qui lui-méme suit de trés pres GAVRILOV [2], que je n’ai mal-
heureusement pu consulter. En fait, les sections 5 et 6 proviennent de [5];
je n’ai fait qu’ajouter de nombreux détails. WIGGINS [7] fut particulierement
utile pour la compréhension de la forme normale de Poincaré-Birkhoff. Les dia-
grammes de phase et de bifurcation des deux premieres sections sont donnés
par KUZNETSOV [5] et par GUCKENHEIMER & HOLMES [4]. Les diagrammes de
phase dégénérés (u = 0) sont analysés par TAKENS [6]. Le critere de Dulac est
énoncé (et démontré) dans [3]. Finalement, mentionnons que [1], [2], [6] et [8] ne
sont donnés qu’a titre de références; je ne les ai pas étudié en profondeur avant
de rédiger cet article.
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